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SUR UNE 
NOTION QUI COMPREND CELLE DE LA DIVISIBILITÉ 
ETISUR LA 
THÉORIE GÉNÉRALE DE L’ELIMINATION 


PAR 


J. MOLK 


à STRASBOURG. 


Introduction. 


Les voies nouvelles ouvertes à l'Algèbre par les travaux de Gauss, 
d’Aser et de Gators ont été le point de départ des recherches de 
M. Kroxscker sur la théorie générale de l'élimination. Ces recherches 
sont intimement liées à celles qui ont pour objet l'étude des systémes de 
diviseurs d'un système de fonctions entières. Je me suis proposé, dans 
ce mémoire, d'exposer les unes et les autres, en me placant au point de 
vue arithmétique de M. Kronecker. 

Pour bien faire saisir l'esprit des méthodes employées il m'a semblé 
nécessaire de préciser tout d'abord l'idée d'irréductibilité dans un domaine 
de rationalité donné. J'ai ensuite développé les premiers éléments de la 
théorie des systèmes de diviseurs dont l'introduction en Algèbre est due 
à M. Kronecker. Apres avoir exposé quelques théorèmes sur l'élimina- 
tion d'une variable entre deux équations, jai enfin abordé l'objet méme 
de ce mémoire, la théorie générale de l'élimination. 

Je désirerais surtout éclaircir quelques points du grand mémoire que 
M. Kronecker a publié, en Septembre 1881, à l'occasion du cinquantième 
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anniversaire du doctorat de M. Kummer.(") Ce mémoire semble appelé a 
imprimer une direction nouvelle à l'Algébre. Le but que je me suis 
proposé serait entiórement atteint si mon travail pouvait amener quelques 
géométres à approfondir les idées aussi difficiles que nombreuses qui y 
sont contenues. 

C'est à ce mémoire, à quelques autres publications de M. Kronecker 
et plus particulièrement à son Cours professé à l'Université de Berlin que 
jai emprunté presque tous les matériaux de ce travail Je me suis 
efforcé de les grouper et de les éclairer, de les ordonner aussi méthodique- 
ment que le comportait la nature du sujet, et de les rendre ainsi acces- 
sibles à tous. A cet effet, je n'ai pas hésité à répéter, à plusieurs reprises, 
des choses bien connues de tous ceux qui soccupent d'Algébre. D'autre 
part, jai cherché à caractériser et à bien mettre en évidence les questions 
qui, pour moi du moins, restent a résoudre. M. Kronecker a bien voulu 
s'intéresser à mon travail et je lui dois les plus précieux encouragements 
pendant tout le temps que jy ai consacré. 


CHAPITRE I. 


Méthodes particuliéres a l'Algébre. 


1. L'Arithmétique et l'Algébre prennent une place à part dans 
l'ensemble des sciences mathématiques. Leur objet propre est, en derniere 
analyse, l'étude des propriétés des nombres entiers positifs et des fonctions 
entiéres à coefficients entiers, positifs; d'une ou de plusieurs variables 
indépendantes. 

Ces deux études ne différent pas essentiellement l'une de l'autre. 
Une fonction entiére, à coefficients entiers, positifs, d'un certain nombre 
de variables représente, en effet, d'une maniére commode, un systéme de 
nombres entiers et ne représente pas autre chose. On obtient ce systéme 





() L. Kronecker: Grundzüge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Grössen. Festschrift zu Herrn E. E. KvwxwEns Doctor-Jubiläum. Berlin, 
Reimer 1882. 


Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 3 


en remplaçant successivement, dans la fonction entiere considérée, les 
variables par tous les systémes de valeurs enticres plus petites qu'un 
entier, laissé, à dessein, indéferminé dans les recherches générales, afin de 
pouvoir être choisi convenablement dans chaque recherche particuliére. 
L'indétermination du nombre fini d'entiers du système que l'on considere, 
et la maniére d'obtenir facilement ces entiers, sont toutes deux mises en 
évidence en représentant ce système par une fonction entière. 

L’Arithmétique et .l'Algébre ont ainsi un domaine bien défini; les 
nombres entiers, positifs, les systémes de nombres entiers représentés par 
des fonctions entiéres à coefficients entiers, positifs, y sont considérés 
comme existant, tout comme le mouvement en cinématique et la matière 
dans les sciences naturelles. Les nombres rationnels, négatifs, imaginaires, 
ainsi que les nombres irrationnels et transcendants ne font pas partie de 
ce domaine. Ils n'ont du nombre que le nom; en réalité ce sont de 
purs symboles. 

En Analyse le point de vue est différent. On commence par géné- 
raliser l'idée méme de quantité. Gauss l'a le premier fait d'une manière 
systématique mais sans séparer entiérement le domaine de la Géométrie de 
celui de l'Arithmétique. Plus tard M. Werersrrass a suivi une méthode 
essentiellement différente ou lon ne s'attache d'abord à aucun domaine dé- 
terminé mais ou, au contraire, le but que l'on se propose, en généralisant 
l'idée de quantité, est de déterminer le domaine nécessaire et suffisant dans 
lequel on puisse effectuer toutes les opérations directes et inverses qui se 
présentent dans les calculs. Mais que l'on se place au point de vue de 
Gauss ou à celui de M. WzrERsTRAsS il importe de remarquer que le 
désir de pouvoir répondre positivement à une série de questions, qui sont 
en partie du domaine de la Géométrie, a seul amené les mathématiciens 
à introduire successivement de nouveaux symboles en Analyse. On 
comprend alors qu'en se plaçant au point de vue spécial de l'Arithmé- 
tique, en assignant à cette science un domaine déterminé, celui des 
nombres entiers, positifs, et en ne voulant pas introduire dans tous les 
raisonnements une idée étrangère a l'objet que l'on a en vue, il convienne 
de n'employer qu'une partie des symboles de l'Analyse, celle qui ne nous 
fait quitter qu'en apparence le domaine de l'Arithmétique. 

Les symboles dits rationnels, positifs et négatifs remplissent cette 
condition. A tout moment une égalité contenant des nombres rationnels, 
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positifs ou négatifs, peut étre transformée en une égalité entierement 
équivalente et ne contenant que des nombres entiers et positifs. Un 
nombre fini d'opérations permet toujours de grouper les symboles ration- 
nels suivant les besoins du calcul et de remplacer ces groupes par des 
nombres entiers positifs à l'aide des égalités qui définissent ces symboles, 
égalités qui peuvent toujours étre sous-entendues et qui seules ont une 
existence réelle en. Arithmétique. 

La méme chose a lieu pour les fonctions entières ou rationnelles, à 
coefficients entiers ou rationnels, positifs ou négatifs, d'un nombre quel- 
conque de variables. Aussi les adjoindrons-nous également au domaine 
de l'Arithmétique. 

Les fonctions enticres d'une variable, égalées à zéro, définissent de 
nouveaux nombres, les nombres algébriques. Mais nous remarquons une 
grande différence entre l'introduction de ces nombres et celle des nombres 
rationnels, car nous ne pouvons pas à tout moment remplacer une égalité 
contenant des nombres algébriques par une égalité équivalente et ne 
contenant que des nombres entiers et positifs. En réalité, lorsqu'on définit 
positivement les nombres algébriques, on quitte vraiment, et non plus 
en apparence seulement pour la commodité des calculs, le domaine de 
l'Arithmétique pour entrer dans un domaine plus vaste. Il convient done 
d'éviter l'emploi de ces nombres. Leur introduction, en Arithmétique, est 
d'ailleurs inutile en théorie; nous verrons plus loin par quoi il faut 
chercher à les remplacer. 

Cependant lorsqu'on fait de nouvelles recherches, il est presque in- 
dispensable, dans l'état actuel de la science, de se servir de nombres 
algebriques; c'est, il est vrai, un simple artifice de langage, mais il fait 
image et nous permet de séparer facilement dans notre pensée les diffé- 
rentes racines conjuguées et d’abréger ainsi les démonstrations. La méme 
chose a lieu en Géométrie par exemple, où il est souvent bien commode 
de ne pas sastreindre tout d'abord à faire de la Géométrie de position, 
mais, au contraire, de supposer connus certains éléments qui sont du domaine 
de la Mécanique. 

Sans doute il est nécessaire, pour étre en droit de séparer ainsi les 
racines et de Jes représenter séparément par des symboles, de montrer 
comment, aprés avoir ramené le cas général à celui de la recherche des 
racines réelles d'une équation à coefficients réels, on peut, dans ce cas 
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particulier, déterminer un intervalle dans lequel l'équation donnée ne saurait 
être vérifiée par plus d'un nombre rationnel, avec une approximation donnée, 
suffisamment grande. Il faut, en un mot, montrer ce que l'on doit entendre 
par racine d'une équation algébrique, au point de vue arithmétique auquel 
nous nous sommes placés. 

Mais ces considérations m'écarteralent par trop de l'objet que j'ai 
principalement en vue. Elles rentrent dans un autre ordre d'idées et il 
convient de les exposer avec la théorie des Caractéristiques. (') En supposant 
cette lacune comblée, il n'y a aucun inconvénient, dans des recherches 
nouvelles, à se servir de ces symboles algébriques, si l'on a soin d'y 
joindre légalité qui les définit. Il est cependant toujours nécessaire, 
lorsqu'on se propose d'approfondir les principes de l'Algébre, de se passer, 
autant que possible, de cet instrument étranger au domaine de cette science. 

Ce que je dis des nombres algébriques s'applique mot pour mot aux 
fonctions algébriques. 

2. Mais la faiblesse de notre esprit ne nous permet pas plus d'aborder 
directement les questions fondamentales de l'Algébre que celles de l’Arith- 
métique. Il nous est nécessaire de saisir à la fois tout l'ensemble d'une 
question, toutes les faces sous lesquelles elle se présente, pour pouvoir 
tirer des conclusions; et notre puissance d'abstraction est, en général, si 
faible que nous avons besoin d’auxiliaires. Ces auxiliaires nous sont 
donnés par la nature elle-méme.. Ce sont les quantités indéterminées. 
C'est à Gauss que revient la gloire de les avoir introduites en Arithmé- 
tique. Poisson et plusieurs autres mathématiciens éminents, ont certaine- 
ment apereu, en partie du moins, leur importance; mais c'est à M. Kmo- 
NECKER qu'il était réservé de faire voir clairement le róle fondamental 
qu'elles sont appelées à jouer en Algebre. 

Je distingue entre indéferminées et variables. 

Nous ne pouvons pas disposer des indéterminées dans le cours d'une 
démonstration. Ce sont ou bien de simples liens destinés à joindre une 
série d'opérations à effectuer ou de valeurs à trouver, et alors nous n'avons 
aucune prise sur elles, ou bien encore des abstractions que nous laissons 
à dessein indéterminées dans une méme recherche afin d'embrasser un 
grand nombre de cas particuliers dans un seul calcul et alors, le calcul 








(*) Comparez Kronecker, Monatsberichte der Berliner Akademie 1869. 
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terminé, nous pouvons leur donner une valeur quelconque. Dans ce 
dernier cas, je les nommerai plus particuliérement variables-indéterminées. 

Les variables, au contraire, peuvent prendre des valeurs particulières 
dans le cours d'une démonstration. Elles nous sont, en effet, données par 
la nature méme de nos recherches et nous nous proposons précisément 
de rechercher les valeurs particulières qu'il faut leur donner, ou encore 
les restrictions auxquelles elles doivent étre soumises pour satisfaire aux 
conditions d'un probléme déterminé. 

Nous verrons, dans la suite, que l'emploi de variables auwiliaires est 
parfois fort utile. Il permet d'effectuer des transformations qui affran- 
chissent les expressions considérées de certains cas particuliers dont l'étude 
spéciale ne serait d'aucun profit pour les résultats à obtenir. 

On pourrait objecter à ce que j'ai dit des nombres et fonctions 
algébriques que ce sont tout aussi bien des auxiliaires légitimes que les 
quantités indéterminées. Cela n'est point douteux quant a la rigueur des 
démonstrations. Dans l'état actuel de la science, il peut méme étre souvent 
plus, avantageux, pour obtenir ou énoncer rapidement des résultats nou- 
veaux, d'employer comme auxiliaires les fonctions algébriques que de faire 
usage des quantités indéterminées. Mais lorsqu'il s'agit de voir clairement 
le róle que joue chaque élément dans l'exposé des principes et des méthodes 
de l'Algébre, il ne saurait y avoir de doute sur l'avantage de l'emploi des 
quantités indéterminées sur celui des nombres et fonctions algébriques. 

En effet, l'existence méme approximative de ces derniers est une 
idée tres-complexe dans le domaine que nous nous sommes fixés. On 
peut presque dire quelle joue le inéme rôle en Algèbre que l'intégrale 
de Caucay en Analyse. C'est parce qu'ils supposent et renferment plusieurs 
hypothéses essentielles que ces deux merveileux instruments permettent 
d'obtenir rapidement un grand nombre de transformations, l'un d'expres- 
sions algébriques, l'autre d'expressions transcendantes. Avant d'avoir 
cherché à s'en passer, on ne se rend que trés-difficilement compte de 
toute la simplification qu'ils introduisent lun en Algébre, l'autre en 
Analyse. Loin de les critiquer je crois, au contraire, qu'il convient, 
actuellement, de les placer, dans ces deux sciences, au début de toute 
recherche nouvelle. Mais je crois aussi que, précisément parce qu'ils ren- 
ferment tous deux tant d’hypotheses essentielles, ils n’eclairent pas suffisain- 
ment les principes de la science, et c'est pourquoi, en me bornant à 
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l'Algébre, je disais plus haut que lorsqu'on se propose d'en approfondir 
les principes, il est préférable de chercher à se passer de leur aide. 

Les indéterminées, au contraire, ne nous font point quitter le domaine 
des quantités rationnelles. Elle n'exigent point d'autres symboles que 
ceux que nous connaissons déjà, les symboles qui correspondent aux 
quatre opérations. Elles ont de plus un grand avantage, celui d'unir en 
quelque sorte l'Arithmétique à l’Algebre, la théorie des nombres à celle 
des fonctions entiéres d'une et de plusieurs variables, comme nous le 
verrons dans la suite. 

Je rappelle qu'une forme est une fonction entiére dans laquelle les 
variables sont reinplacées par des indéterminées. 

L'association (*) des quantités indéterminées au domaine de l'Algébre 
améne naturellement à joindre à l'étude des nombres entiers.et des fonc- 
tions entieres, celle des formes dont les coefficients sont soit des nombres 
entiers, soit des fonctions entières. 

Il me reste à parler des nombres transcendants et imaginaires. 

Les nombres transcendants, comme le rapport d'une circonférence à 
son diamètre, ne joueront pour nous que le rôle d'indéterminées. Si, en 
effet, nous démontrons un théoréme en les supposant indéterminées et 
que nous remplacions ensuite ces indéterminées par les nombres transcen- 
dants donnés, rien ne saurait étre changé dans notre domaine algébrique. 

Les nombres imaginaires, de méme que les nombres algébriques ne 
joueront aussi pour nous que le róle d'indéterminées; mais, comme ils 
sont définis par des égalités ayant une existence réelle dans le domaine 
que nous considérons, il nous faudra tenir compte, dans nos calculs, de 
ces égalités, ce qui revient à remplacer les équations par des congruences. 

Ainsj par exemple, (2 n'est qu'un symbole; ce quil y a de réel, 
pour nous, c'est l'égalité 7^ = 2 qui définit 2. Si nous joignons au 
symbole l'égalité correspondante rien n'empéche d'en faire usage; chaque 
fois que dans le courant d'un calcul paraîtra \2.\2, légalité adjointe 
nous montre que nous devons remplacer ce produit par le nombre 2; en 
d'autres termes, que toute équation 








(') Comparez Kronecker: Festschrift, 2 22. 
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ou F désigne une fonction entière a coefficients rationnels, est équivalente 
à la congruence 


F(u) = o (mod x? — 2) 


dans laquelle « désigne une indéterminée. 

La méme chose a lieu pour les nombres imaginaires que l'on emploie 
ordinairement en Analyse, le module de la congruence étant alors (x? + 1). 
Dans des recherches spéciales d'Arithmétique il peut étre convenable 
d'employer d'autres imaginaires que y— 1; cela revient à remplacer le 
module (rz? + 1) par un autre module qui simplifie, d'avantage la re- 
cherche particulière que l'on effectue. 

3. Ce que jai dit du domaine particulier à l'Arithmétique et à 
lAlgébre indique la marche à suivre dans tout exposé des résultats 
principaux obtenus dans ces deux sciences. 

Les définitions devront. étre algébriques et non pas logiques -seulement. 

Il ne suffit pas de dire: »Une chose est ou elle n'est pas». Il faut 
montrer ce que veut dire étre et ne pas étre, dans le domaine. particulier 
dans lequel nous nous mouvons. Alors seulement nous faisons un pas 
en avant. Si nous définissons, par exemple, une fonction irréductible 
comme une fonction qui n'est pas réductible, c'est à dire qui n'est pas 
décomposable en d'autres fonctions d'une nature déterminée, nous ne 
donnons point de définition algébrique, nous n'énonçons qu'une simple 
vérité logique. Pour qu’en Algèbre, nous soyons en droit de donner cette 
définition, il faut qu'elle soit précédée de l'exposé d'une méthode nous 
permettant d'obtenir à l'aide d'un nombre fini d'opérations rationnelles, 
les facteurs d'une fonction réductible. Seule cette méthode donne aux 
mots réductible et irréductible un sens algébrique. 

Un raisonnement comme celui-ci: »Si des quantités données, en nombre 
infini, sont comprises entre des limites finies, il existe nécessairement une 
limite inférieure de ces quantités», est parfaitement logique. Il n'est point 
algébrique. Ce quil faut c'est donner une méthode pour déterminer, à 
l'aide d'un nombre fini d'opérations rationnelles, cette limite inférieure. 
Alors seulement nous faisons de l'Algébre. 

Il convient enfin d'éviter partieulierement toute incursion dans le 
domaine de la (Géométrie. L'idée de continuité géométrique doit nous 
être d'autant plus étrangére que nous grouperons les nombres, non d’après 
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leur grandeur, mais d'aprés leurs propriétés algébriques. Pour éviter 
tout malentendu, je m'efforcerai d'introduire une terminologie aussi peu 
géométrique que possible, comme l'a d'ailleurs fait M. Kronrexer dans 
sa Festschrift, en suivant ainsi l'exemple de Gauss qui empruntait 
généralement sa nomenclature aux sciences biologiques. 

4. En résumé: Quelle que soit la science naturelle dont on se pro- 
pose d'aborder l'étude, on a soin de définir les éléments dont le groupe- 
ment suivant des propriétés déterminées constitue en quelque sorte cette 
science. Les uns ont une existence réelle, ce sont eux que l'on a tout 
particulièrement en vue. Les autres sont des éléments auxiliaires; leur 
réduction à un nombre aussi petit que possible constitue un grand progrés; 
car elle permet d'apercevoir sans intermédiaires et, par suite, plus claire- 
ment les liens cachés qui semblent unir les différents phénomènes. 

Autre chose est d'élargir les horizons d'une science ou d'en approfondir 
les principes. Dans les premiers cas toutes les méthodes peuvent étre 
utiles et ce serait méconnaitre l'unité de notre esprit que de le contester. 
Dans le second cas, au contraire, il faut chercher à se maintenir rigoureuse- 
ment dans le domaine particulier à la science que lon a en vue. Car 
ce nest pas approfondir les principes d'une science dont le domaine est 
bien défini que d'en développer les éléments à l'aide de principes étrangers 
à ce domaine. 

La méthode que je viens d'indiquer n'auraitelle d'ailleurs que 
l'avantage de faire voir clairement où et comment les principes étrangers 
à notre domaine simplifient les recherches, quil conviendrait encore de 
l'employer dans la mesure du possible. 

L’Algebre est la premiére des sciences naturelles. Je viens de définir 
son domaine, les éléments qui le composent, les éléments auxiliaires dont 
l'introduction n'offre aucune espèce de difficulté, et ces autres éléments 
auxiliaires dont malgré tous nos efforts nous ne pouvons encore nous 
passer enticrement dans nos recherches. 


/ 
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CnarrrnE Il. 


Diviseurs des fonctions entiéres. 


ut 
- 


Divisibilité des fonctions entieres dans un domaine naturel de 


rationalité. (’) 


1. Une propriété fondamentale des nombres entiers est leur divisibilité. 

Comme un nombre contenu dans un nombre doit étre nécessaire- 
ment plus petit que », il suffit, pour trouver les diviseurs de n, de voir 
si les nombres 2, 3, ..., (n — 1), sont contenus dans x. Un nombre 
fini d'opérations nous permet donc de montrer qu'un entier positif » est 
ou bien un produit de nombres premiers et de frouver alors ces nombres 
premiers, ou bien que n est lui-même nombre premier, c'est à dire sans 
autres diviseurs que lui-méme et l'unité. Dans le premier cas on dit que 
n est un nombre composé, et lon montre à l'aide de lalgorithme du 
plus grand commun diviseur que sa décomposition en facteurs premiers 
est univoque. 

Il en est de méme des fonctions entiéres à coefficients entiers. 

Considérons d'abord wne fonction d'une variable. Ses coefficients 
peuvent avoir un diviseur commun que nous savons trouver par un nombre 
fini d'opérations, comme je viens de le rappeler. Nous pouvons ainsi 
mettre toute fonction entiére à coefficients entiers sous la forme d'un 
produit dont lun des facteurs est un nombre entier et l'autre une fonc- 
tion entiére dont les coefficients sont des entiers sans diviseur commun. 
Dans des recherches sur la divisibilité des fonctions entiéres il est done 
permis de supposer les coefficients de chacune de ces fonctions, sans 
diviseur commun. 

Considérons ensuite deux fonctions d'une variable, F(x} et G(r). 
Lorsque le quotient de F(a) par G(x) est une fonction entière à coefficients 
entiers, A(x), nous dirons que F(x) contient G(a), est divisible par G(r) 





(') Comparez Kronecker, Journal de CRELLE T. 94 et Festschrift 2 4. 
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et que G(x) est contenue dans F(x), est un diviseur de F'(x). Nous 
écrirons, soit F(x) = H(x)G(x), soit F(x)=o (mod G(x)), suivant qu'il 
convient de mettre en évidence la fonction H(x), ou non. 

Je vais montrer comment lon peut, ou bien trouver tous les divi- 
seurs d'une fonction donnée F(x), ou bien montrer que cette fonction 
F(x) n'a pas de diviseur. Si le degré de Fix) est 2m ou (2m + 1) il 
suffit évidemment de donner une méthode permettant de trouver, à l'aide 
d'un nombre fini d'opérations, ses diviseurs de degré au plus égal à m. 
Mais d'après la formule d'interpolation de LacnmawcGE toute fonction 
entiére @(x) de degré au plus égal à n, peut être mise sous la forme 


Na) I 


ou 7), ^,,..., r, désignent (nm + 1) nombres arbitrairement choisis ot 


(x) le produit 


En posant 





(QUEEN y (æ) I 
) E 


et, 
DE te 


nous ordonnons (x) suivant les fonctions g,(r), de degré n. Nous 


avons ainsi 
D 

De) = Een) 
= 


ou g,(r, = o pour &Z Kk; et g,(r;) = 1. 
Pour que @(x) soit contenue dans F(x), il faut que 4(r,)— c, 


soit contenue dans F(r,), pour À — o, I, 2, ..., n. Cherchons. donc 
tous les diviseurs positifs et négatifs du nombre 7(r,); ils seront en 
nombre fini; désignons-les par ¢,, ¢,, €, ..., c^. Répétons cette opéra- 


tion pour h — 0, I, 2, ..., 2; nous aurons certainement un nombre fini 
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n 
de combinaisons Z ag(x). Chacune de ces combinaisons peut étre un 
diviseur de F(x) et il ne saurait y avoir d'autre diviseur de F(x). Un 
nombre fini de divisions de deux polynómes nous permet donc de voir 
si F(x) contient un facteur à coefficients entiers ou s'il n'en contient pas. 

Nous pouvons maintenant, les nombres entiers étant considérés comme 
des fonctions entiéres de degré zéro, partager en deux classes les fonctions 
entiéres à coefficients entiers: Celles qui en contiennent d'autres; nous les 
nommerons réductibles. Et celles qui n'en contiennent pas d'autres; nous 
les nommerons irréductibles. 

Dans la pratique les calculs se simplifient; mais ici l'important était 
de montrer que la réductibilité et Virréductibilité des fonctions ont un 
sens algébrique, et que nous avons, par suite, le droit d'introduire ces 
notions dans la science qui fait l'objet de nos recherches. 

Si F(x) est contenue dans F(r) nous répéterons sur F(a) les mêmes 
raisonnements que nous venons de faire sur F(x), et comme le degré de 
chaque diviseur est plus petit que celui de la fonction dans laquelle il 
est contenu, un nombre fini d'opérations nous permettra de décomposer 
F(x) en un produit de puissances de fonctions entières irréductibles. 


2. Cette décomposition est univoque. En effet, si le produit (x). f(x) 
de deux fonctions entières à coefficients entiers, est divisible par une 
fonction irréductible F(x), l'une des deux fonctions ®(x), (x), est elle- 
méme divisible par F(x). Lorsque F(x) se réduit à un nombre premier, 
la démonstration se déduit immédiatement du théoréme qu'un produit de 
deux nombres ne peut étre divisible par un nombre premier p que si 
lun des deux nombres est divisible par p, et ce théorème est un corollaire 
de l'algorithme d’EvcLive. Lorsque le degré de F(x) est plus grand que 
zéro, si M(x) n'est pas divisible par F(a), comme F(x) est irréductible, 
D(x) et F(x) n'ont point de diviseur commun. Mais alors, à l'aide de 
l'algorithme d'Eucripe étendu aux fonctions d'une variable, nous pouvons 
toujours trouver deux fonctions entières ç(x) et f(x) vérifiant légalité 


e(v)ó(x) + f(x) F(x) = 1 


ou 


g(x) D(x) 4 (x) + f(x) F(x)V(x) = V(z). 
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Comme, par hypothèse, le produit @(x)¥(x) est divisible par F(z), 
cette égalité nous montre que F(x) est contenu dans V'(z), en ce sens, 
du moins, que 

m.%(z) = F(x).G(z) 


G(x) étant une fonction entiere à coefficients entiers, et m un nombre entier. 

Gauss a le premier démontré(!) que si une fonction entière à coef- 
ficients entiers est le produit de deux fonctions entiéres à coefficients 
rationnels, elle est aussi le produit de deux fonctions entiéres à coefficients 
entiers. La démonstration est élémentaire et se déduit du théoréme cite, 
que si le produit de deux fonctions entiéres à coefficients entiers est 
divisible par un nombre premier p, l'une de ces deux fonctions est elle- 
méme divisible par p. 

Comme les coefficients de V'(r) sont entiers, et que F(x) est irré- 
ductible, nous voyons donc ici que m divise tous les coefficients de G(x). 

Supposons maintenant que, par le procédé indiqué plus haut, nous 
obtenions deux décompositions d'une même fonction entière à coefficients 
‘entiers, et, par suite, l'égalité 


A=}, 2, .-,@ 
II p* II P*(x) = II 4* II Q* (x) EE, 
(4) [0] Ce VE” ELO. ae 


dans laquelle p, 9, i, s, p, e sont des nombres, p et 4, en particulier, 
des nombres irréductibles, et P(x), Q(x) des fonctions irréductibles. 

Le nombre p,, par exemple, est alors manifestement contenu dans 
le terme de droite de cette égalité; chacune des fonctions Q(x) étant 
irréductible, il faut que p, soit contenu dans le produit 


II q” (r=1, 2, ..., 9) 


(GE 


donc qu'il soit égal à l'un des nombres 4,, 4,. ..., %- En divisant par 
ce nombre les deux termes de l'égalité, et en répétant le méme raisonne- 
ment pour chacun des entiers p et pour chacun des entiers 4, aussi. 
longtemps qu'il en reste, nous voyons que l'égalité précédente se réduit à 


PE P of r= > De 
IP, (x) — He (x). I ( ) 


v=1, 34,8 


(5 Disquisitiones arithmeticæ, p. 42. 
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Mais alors, à cause du théorème précédent, la fonction irréductible P,(x) 
est égale à l'une des fonctions irréductibles Q(x). Divisant, de part et 
d'autre, par cette fonction, et répétant le méme raisonnement sur chacune 
des fonctions P(x) et Q(x) autant de fois que cela est nécessaire, nous 
voyons que les deux décompositions de la fonction donnée en facteurs 
irréductibles, sont identiques. 

3. Considérons maintenant une fonction de plusieurs variables in- 
dépendantes 


rer. 11 X 
PCR PRET À 


En posant 


gt—l 
ah) a ad 


Seu desir 
et en choisissant g assez grand pour que tous les termes du polynóme 
N a ES ESS 


soient de degré différent en x, nous transformerons ce polynôme en une 
fonction d'une seule variable, @(x), dont tous les termes sont linéairement 
indépendants. Il est commode de considérer tous les exposants de x 
comme des nombres écrits dans le systeme dont la base est g. On voit 
alors immédiatement qu'il est impossible que F(x’, x", ..., x) ait un 
facteur quelconque lorsque @(x) n'en a pas; car à toute égalité 

Fe, m. soia) (By ante er TE ee 


1\ 
en correspond une autre 
O(x) = d,(x)®,(x) 
® et 4, désignant les transformées respectives de PF, et F,, par les 
substitutions indiquées Pour reconnaitre si F(x’, x", ..., x?) a des 
diviseurs ou non, il suffit donc de rechercher tous les diviseurs possibles 
de ®(x), ce que nous savons faire a l’aide d'un nombre fini d'opérations, 
puis de voir si les fonctions de plusieurs variables qui correspondent à 
ces diviseurs sont vraiment facteurs de F(x’, x”, ..., x) ou non, ce qui 
n'xige qu'un nombre fini de divisions. 
Il est donc légitime d'étendre l'idée d'irréductibilité aux fonctions de 
plusieurs variables indépendantes Nous allons en donner une seconde 


. 
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démonstration, une démonstration par induction; elle nous fera voir plus 
complètement l'analogie qu'offre la divisibilité des fonctions d'une et de 
plusieurs variables indépendantes. 

Supposons que nous puissions décomposer en ses facteurs irréductibles, 
chaque fonction entiére à coefficients entiers de x variables indépendantes, 
T,, Lj, +++, T,. Comme nous avons été amené à le faire pour les fonc- 


tions d'une variable, nous dirons que c(r,, 7,, ..., #,) est contenue dans une 


hu 
fonction donnée f(r,, r,, ..., x,) lorsque cette derniére peut étre mise 


sous la forme d'un edes de deux fonctions entières à coefficients entiers, 


-dont l'une est précisément c(x,, x,, ..., z,); et par hypothèse nous 


pouvons trouver tous les facteurs de f(7,, %,, ..., æ,), toutes les fonctions 
contenues dans une fonction quelconque de n variables. 
Soit maintenant une fonction de (n + 1) variables indépendantes 


F(z,, 2, ..., 2) 


nj* 


Ordonnons cette fonction par rapport à z,, et désignons par f,(7,, 4,, ..., d,) 


le coefficient de a^. Toute fonction de x 


Ji MEM 


que nous savons décomposer en leurs facteurs irréductibles. Nous pouvons 


1» Lys ..., ©, contenue dans 


r,) est facteur commun de toutes les fonctions f,(7,, v,, ..., X, 


done décomposer F(r,, X, ..., 2,) en deux facteurs dont l'un ne dépend 


0? 
que de » variables, et dont l’autre G(r,, x, , 


à z,.a des coefficients sans diviseur commun. Mais alors nous pouvons 


X, +++, v,) ordonné par rapport 


répéter sur G(r,, r,, ..., r,) considérée comme fonction de x, seulement, 


les mêmes raisonnements que nous avons faits sur F(x) tout à l'heure. 
Seulement les coefficients ne sont plus des nombres entiers, mais des fonc- 


tions enticres à coefficients entiers de z,, v,, ..., v,. Conservons les 


mémes notations que dans le cas d'une variable. La formule de LAGRANGE 
nous fait voir qu'un nombre fini d'opérations suffit pour reconnaitre si 


G(&,; 


0? 1? 
pour trouver ces diviseurs. Pour que O(x 
dans G(z,; %,, 2; 
tenue dans G(r,; 2,, 


tous les diviseurs d'une fonction de » variables seulement; nous pouvons 


Li, Ty, +++, v, a des diviseurs ou non et dans le premier cas, 


o3 945 255. +5 4,) Soit contenue 


..., £, il faut que Fe A 
T,, +++, 1, Par hypothèse, nous pouvons trouver 


a 9,5», L,) Soit -con- 


done, par un nombre fini d'opérations déterminer tous les systèmes €, pour 
lesquels Y cg) peut être diviseur de G(r,; x,, v,, ..., 7,); un nombre 


fini de divisions nous donne enfin tous les facteurs de G(r,; 2, , v,, ..., v,). 
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Cette méthode nous permet de mettre F{x,, 2, ..., v,) sous la 
forme d'un produit de fonctions irréductibles indépendantes de x,, et de 
fonctions qui, considérées comme fonctions de x, seulement, n'en contien- 
nent plus d'autres, Nous allons maintenant montrer que cette décom- 
position ne saurait dépendre du choix de la variable suivant laquelle nous 
ordonnons la fonction F(r,, 2, ..., v,). 

Il suffit, pour cela, de démontrer que si le produit de deux fonctions 
Q(x,,2,,..,9, eb Pla, vx,,..., x) est divisible par. une “fonction 
irréductible c(r,, ®,, ..., ”,), l'une des deux fonctions ® ou V, est 
divisible par ¢. 

Soient 


Ó — a, p am, +40 +... 
DD, +0 f bv d... 


les a et b désignant des fonctions entiéres à coefficients entiers de 


n 


neo AE qa 


des coefficients a ne contenant pas c, l'expression 


Si ® n’est pas divisible par c, et si a, est le premier 


o. — (a, Sc A To + eee =f a, T n 
et par suite 


(aja + ay vot) Res) + ny + bai +...) 


sera divisible par ç. Il en résulte que les coefficients de toutes les puis- 


sances de x, sont divisibles par ¢; ces coefficients sont 


ade, 0, + i410), a:b, + 4410, + usb, --- 


Supposons que si le produit de deux fonctions de n variables seulement 
est divisible par une fonction irréductible, également de n variables, l'une 
des deux premicres fonctions soit nécessairement divisible par la derniere; 
nous voyons alors que a, n'étant pas divisible par ce, 5, 
done aussi a,b, et par suite /,; done aussi a,b, et par suite 6,; etc. 
Tous les coefficients de ¥'(x,) contenant c, il en sera de méme de la 
fonction 7'(r,) elle-même, et le théorème est démontré. 

Ceci posé, considérons un des facteurs f(m,, 7), ..., @,) de F(a, 0, ..., 2,)5 
nous pouvons supposer que la fonction f(r,, 7,, ..., 7,) ne contienne pas de 


contiendra c; 
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facteurs indépendants de x,; car si elle en contenait nous pourrions les 





déterminer et les joindre aux facteurs de F(x,, x,, ..., v,) indépen- 
dants de z,. 

Puisque F(x,, x,,..., v,) considérée comme fonction de m,, est 
divisible par f(r,, 7,, ..., æ,), nous avons, en désignant par # une fonc- 
tion entière des (n + 1) variables #,, x,, ..., v, et par h une fonction 
entiére. des» variables ,, 2,, ..., fay 

; 3 Kas x Th) 
TENGE. SG desc nc UE) SSR MARQUE EN eee 
( 0? 1° nj f& 0 1? ? n/ h (s Xs ta) 
Mais F est une fonction entiere des (n + 1) variables z,, 7,, ..., An, 


done la fonction h(x,,..., v,) est contenue dans le produit f.k; et 
comme / n'est pas contenue dans f, il faut, d'aprés le théoréme démontré, 
que Ah soit contenue dans k; nous avons ainsi 


Fx > ex omm ha v» n \ (x > y 
(Los Li QE 3 dx) p f, Ta 3 ACIE VM] T,)9 VT, » EE a 9.) 


f et g étant des fonctions entières des (m + 1) variables z,, 7,, ..., m,. 
Nous pouvons done ou bien décomposer une fonction enticre donnée 


F(x,, Ti, 
F(a,, ©, ..., %) ne contient aucun facteur entier, et, par suite, 


..., T,) en d'autres fonctions enticres, ou bien montrer que 


classer les fonctions de plusieurs variables indépendantes, comme celles 
d'une seule variable, en fonctions réductibles et irréductibles; nous pouyons 
alors énoncer le résultat obtenu en disant que foute fonction entière à 
coefficients entiers est décomposable en ses facteurs irréductibles. 

Il nous reste cependant à montrer que le théoréme supposé exact 
pour n variables indépendantes, dans le courant de la démonstration 
précédente, l'est encore pour (nr + 1) variables indépendantes. 

Sitiemproduit Ola). y a) oU (m mo. 2.) est divisible par 
la fonction irréductible f(r,, x,, ..., v,), qui, étant irréductible, ne 
contient aucun facteur indépendant de x,, et si Dia, 7,, ..., v,) ne 


7o ? —R 

contient pas f(r,, v,, ..., r,), ® et f considérées comme fonctions de 7, 
seulement, seront également sans diviseur commun, et, par suite, nous 
pourrons déterminer deux fonctions entières de z,; æ,, r,, ..., v,; ®, et 
f,, telles que l'expression Qf, + @,f soit égale à une fonction entière de 
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25 Ty» +++, t, Seulement que nous désignerons par G(r,, $,, ..., v,). 
Mais alors nous avons aussi 


VAM TN 4 





-— 


Comme le produit 4$ est, par hypothèse, divisible par f, l'expression 
GT 


T considérée comme fonction de x, seulement, est une fonction entiére 


0 


à coefficients entiers; désignons-la par Z/(7,); alors 


Fr) = flo) Hu). 


Puisque la fonction f(r,) ne contient pas de facteur indépendant de z,, 
f(x,) ne peut étre divisible par G; done H(x,) contient G; done "'(z,) 
contient f(x,); et nous venons de montrer que si 4 considérée comme 
fonction de r,, contient f, il en est de même de 4^ considérée comme fonc- 
tion enticre à coefficients entiers de ses (n + 1) variables indépendantes 
By. Vis cs Une 

Nous avons supposé que f(r,; X, ..., æ,) était non seulement ir- 
réductible en z,, mais encore ne contenait aucun facteur indépendant de 

tout comme dans le cas d'une seule variable indépendante nous n'avons 
nommée irréductible une fonction de x que lorsqu'elle ne contenait aucune 
autre fonction de x, et aucun nombre. 

Ce théoréme nous permet aussi de montrer que la décomposition 
d'une fonction de plusieurs variables en ses facteurs irréductibles est 
univoque. La démonstration est identique à celle que nous avons donnée 
dans le cas d'une seule variable. 

En résumé, nous venons de voir que les fonctions entiéres d'une et 
de plusieurs variables indépendantes se raménent aux fonctions irréductibles 
de ces variables. 

Toute la démonstration précédente a été faite par induction. J'ai 
d'abord démontré les théorémes pour une variable indépendante, puis, les 
supposant vérifiés pour # variables je les ai démontrés pour (m + 1) 
variables indépendantes. 

4. Les développements précédents ont lieu pour des variables in- 
dépendantes queleonques. Pour plus de clarté, je désignerai maintenant 
par W, W, ... les variables que jai plus particuligrement nommées 
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variables-indeterminees et je réserverai les lettres x, y, 2, ... pour les 
variables proprement dites. Pour abréger lénoncé des théorémes et pour 
réunir en une seule expression les deux cas qui se présentent, celui ou 
nous considérons des variables-indéterminées et celui où nous n'en consi- 
dérons pas, je conviendrai que lorsqu'il n'y a qu'une variable-indéterminée 
Qt, elle puisse étre remplacée par l'unité; dans ce cas je dirai que cette 
variable-indéterminée est égale à l'unité. 

Demander si une fonction entière est réductible ou non, c'est demander 
si elle est divisible par une autre fonction entiére à coefficients entiers; 
d'aprés le théoréme de Gauss dont jai fait usage plus haut, je puis méme 
dire par une autre fonction entière à coefficients rationnels. Ayant adjoint 
les variables-indéterminées jt aux nombres entiers qui font l'objet de nos 
recherches, il est à la fois naturel et nécessaire d'étendre cette définition 
de l'irréductibilité. ; 

Si W, QU, ..., NR” sont les variables-indéterminées considérées, nous 
devrons dire qu'une fonction enticre de x,, æ,, ..., “,, dont les coefficients 
sont fonctions entières à coefficients entiers de ces variables-indéterminées, 
est irréductible, lorsqu'elle ne contient aucune autre fonction des variables 
Jo. X1, +++, T,, dont les coefficients soient fonctions entières, à coefficients 
entiers, des mémes indéterminées. Pour conserver l'analogie avec le cas 
ou R= 1, je dirai aussi qu'une fonction entiere de %,, 2, ..., æ,, 
dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables-indéterminées 
RR, ..., RY, est irréductible, lorsqu'elle ne contient aucune autre 
fonction entière des variables x,, æ,, ..., v,, dont les coefficients soient 
fonetions rationnelles des mémes variables-indéterminées. Pour fixer les 
idées je supposerai, une fois pour toutes, que les coefficients de ces fonc- 
tions rationnelles solent entiers. 

Cette généralisation est légitime; les méthodes des numéros précédents 
qui permettent de reconnaitre, à l'aide d'un nombre fini d'opérations, si 
une fonction entiére contient des diviseurs ou non, sont, en effet, immédiate- 
ment applicables. Nous savons trouver les diviseurs de tous les coefficients; 
car leurs numérateurs et dénominateurs sont fonctions entiéres à coeffici- 
ents entiers des variables-indéterminées W, ..., R”. Nous mettrons done 
d'abord la fonction donnée sous la forme d'une fonction -entiére à 
coefficients entiers des z,, z,, ..., v, et des 9t, ..., N”, divisée par 
une fonction entière à coefficients entiers des W, ..., N°, seulement; 
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nous chercherons ensuite les diviseurs du numérateur et ceux du dé- 
nominateur; puis, assignant, d'une manière arbitraire, à chaque diviseur du 
numérateur un nombre quelconque des facteurs du dénominateur, nous 
ordonnerons chacune des fractions ainsi obtenues par rapport aux variables 
$5, Lis ce 4, dont elles sont fonetions entiéres, et nous réduirons enfin 

leur plus simple expression les fractions qui paraissent comme coefficients 
et dépendent des variables-indéterminées seulement. L’arbitraire introduit 
dans cette réduction en facteurs irréductibles, disparait dés que, chassant 
tous les dénominateurs, nous retournons dans le domaine réel des fonctions 
enticres à coefficients entiers. 

I] convient de désigner tout specialement, par un nom, l’ensemble 
des fonctions rationnelles, à coefficients entiers, des variables-indéterminées 
données, puisque l'irréductibilité en dépend. Nous dirons qu'elles forment 
un domaine naturel de rationalité, le domaine (WW, 9t", , RX”). Alors 
une fonction entiere de 4, 44, ..., 2,, sera dite irröduetible dans un 
domaine (W, WR, ..., 3?) lorsqu 'elle ne contient aucune autre fonction 
entiére dont les coefficients fassent partie de ce domaine. 

En réalité, c’est l'ensemble des fonctions entières, à coefficients entiers, 
des variables-indéterminées W, JU, ..., WR”, qui forme un vrai domaine, 
que lon pourrait nommer domaine d intégrité. Mais, comme je l'ai déjà 
observé dans le premier chapitre, il est commode de se servir des nombres 
et fonctions rationnelles, et il n'y a aucun inconvénient à sen servir 
puisqu'à tout moment on peut chasser les dénominateurs sans rien changer 
au sens des égalités que lon considere. C’est pourquoi il convient d'in- 
troduire l'idóe de domaine naturel de rationalité, en méme temps que celle 
de domaine d'intégrité. 

Remarquons, en terminant, que la convention faite au début de ce 
numéro, nous permet de comprendre l'idée d'irréductibilité des fonc- 
tions enticres à coefficients entiers, comme cas particulier, dans l'idée 
plus ni d'irréductibilité dans un domaine naturel de rationalité 








(WY, QU, ..., N). Elle répond, en effet, au cas où, symboliquement, 
Qt et m N in — 2. 


En tenant compte de ces definitions, et des resultats obtenus prece- 
deinment, nous pouvons énoncer la proposition fondamentale: Quel que 
soit le domaine naturel de rationalité que lon considère, il est possible de 
trouver les diviseurs irréductibles d'une fonction entière quelconque, - donnée. 
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Nous avons ainsi obtenu la base méme de toutes nos considérations 
algebriques. Il faut se garder de croire que ces recherches, bien élémen- 
taires il est vrai, ne sont faites que dans le but de systématiser nos 
connaissances sur la réductibilité des fonctions entiéres, et qu'elles ne 
présentent ainsi rien de bien remarquable. Elles sont, au contraire, de la 
plus haute importance, car elles indiquent déjà la méthode à suivre dans 
le.cas général d'un systeme de fonctions entières, et il est absolument 
nécessaire de les placer au début de nos recherches algébriques auxquelles, 
seules, elles donnent une base à la fois solide et naturelle. Dans la pra- 
tique, l'idée d'irréductibilité peut d'ailleurs simplifier considérablement la 
démonstration de plus d'un théorème, 


un 
bo 


Resultant de deux fonctions entières. 


1. Un domaine naturel de rationalité est supposé connu. Nous 
partageons ses éléments en trois groupes. Le premier ne contient qu'un 
element 2, variable ou variable-indéterminée; le second contient des élé- 
ments variables a’, x", ..., 2”; le troisième des éléments indéterminés 
WE D ONERE ME 

Considérons deux fonctions entières des éléments 2; x’, x", ..., 2, 
dont les coefficients solent fonctions rationnelles des éléments 3U, N’, ..., RK”. 
Apres avoir débarassé, sil y a lieu, ces deux fonctions entières de leur 
facteur commun, ordonnons-les par rapport à 2; soient alors 


> 


f x, nus 2174 qo == fa x”, en qom mS f, (x, qi. quus qu + AS 
, 


A Bs he sree Bee) 


Dp) (Gee tc Ap aqq, cos de …: 
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hs fs Cad Ins Dis <<. 9, désignent des fonctions entières des variables 
"on", ..., © dont les coefficients sont fonctions rationnelles des indéter- 
minées 9t, 9t ..., RK”. 

Les deux fonctions -f(2; ux, 2", . 22, @°)i lebn ga; 2, a EDEN 
n'ont, par hypothése, aucun diviseur commun tant que les éléments 


, E v) 


END AED) 


restent indéterminés. Mais ces éléments sont variables; 
ils peuvent done prendre des valeurs particulicres ou encore étre liés par 
des relations déterminées. 1l se pourrait que ces valeurs particulières ou 
ces relations fussent telles: que f(2; 4", 2”, ..., a) eti g(es v, 2, 22) 
alent précisément un diviseur commun en z. Dans des recherches sur 
la divisibilité, il importe beaucoup de déterminer celles des valeurs 
particulières ou des relations pour lesquelles il en est ainsi. C'est pour- 
quoi nous allons nous proposer de rechercher les conditions nécessaires et 


1 


suffisantes auxquelles doivent satisfaire les variables a’, x”, ..., ©, pour 
que les deux fonctions entières f(z; x’, x", ..., a) et g(z; ©, 545 29) 
aient un diviseur commun en z, alors que pour des valeurs indéterminées 
données à a” x", ..., x, elles sont supposées sans diviseur commun. 

Dans son célébre Mémoire de 1815, Gauss s'est, le premier, proposé 
de résoudre un probléme semblable, sans supposer démontrée l'existence des 
racines des équations algébriques. Le grand géomètre a donné, dans ce 
mémoire, la condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction F(z), 
à coefficients variables, ait avec sa dérivée F’(z) un diviseur commun, 
F(z) étant supposée sans facteur double pour des valeurs indéterminées 
de ses coefficients. Nous allons donner la méme démonstration dans le 
cas de deux fonctions entiéres queleonques F(z) et G(z), à coefficients 
variables. (') Ce probléme est plus général, et comprend celui que nous 
nous sommes proposés de résoudre. 

Ainsi, en désignant par a,, 4,, ...5 An; Por Pire Par I 2) 
variables, et par F(z) et G(z) les deux fonctions entières 


F)= Had oboe s 
GE) = nen pte cc oue 





(' La premiere démonstration de ce théorème a été donnée par M. KRONECKER, en 
1871, dans un Cours professé à l'Université de Berlin. 


D 
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( 


supposées sans diviseur commun pour des valeurs indéterminées données 


acq e An Por Par ses Bn» mous cherchons des relations, entre les 


17 
variables a et 3, qui soient nécessaires et suffisantes pour que F(z) et G(z) 
aient un diviseur commun. 

Et cela sans supposer démontrée l'existence des racines des équations 
algébriques. J'ai suffisamment insisté, dans le premier chapitre de ce 
Mémoire, sur l'importance de cette dernière restriction. D'ailleurs, la 
méthode de Gauss doit, d'après M. Kronecker, servir de type à toutes 
les recherches d’Algebre. Il convient done de Ja développer avec soin. 

.A cet effet, nous supposerons d'abord que les variables 4 et f ne 
solent pas liées par des relations telles que F(z) et & (2) aient un diviseur 
commun, puis que les variables 4 et # soient liées par de telles relations, 
et nous transformerons successivement ces deux hypotheses en inégalités 
ou égalités équivalentes. 

Considérons d'abord le cas particulier ou a = A = 1. 

2. Si F(z) et G(z) m'ont pas de diviseur commun, nous pouvons, 
à l’aide de l'algorithme du plus grand commun diviseur, déterminer deux 
fonctions entiéres de z, ®(z) et ¥(z), vérifiant identiquement l'égalité 

O(z) F(z) + V(z)G(z) = 1. 
Les coefficients des deux fonctions @(z) et V'(z) sont des fonctions ration- 
nelles der variables: a, a, 9.25 Gms Bir Bar sso. as ^ Nous pouvons 
d'ailleurs toujours prendre pour @(z) et Y(z) deux fonctions dont le 
degré, par rapport à z, soit respectivement (mn — 1) et (m — 1); car, 
puisque 


[9(2) + Ale) F(z) + LP (2) — AG) Flle) = Oe) Plz) + PGC) 
nous pouvons toujours choisir la fonction entiére h(z) telle que le degré 
du multiplicateur ¥(z) soit plus petit que m; celui de @(z) est alors 
nécessairement plus petit que n. 

Comme l'égalité 


d(z)F(z) + V(z)G(z) = 1 
et vérifiée identiquement en 2, nous pouvons également écrire 
O(u,) F(u,) + T (u,)G(u,) = 1 (k-1, 2... mn) 


Hay Mu, ss, Ung, désignant (m + n) indéterminées. 
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Si done nous formons, à l'aide de ces indéterminées, deux fonctions 
enticres de z 


n m+n 
u (¢—u,) = P(z) et I (z— u,) = Q(2) 


nous pouvons écrire 


P(u,) F(a.) — P(u)] + T ()G(u,) = 1 (E—1, 2, ..., m) 


ou encore 
IL (a) Fu) — O(u,) P(u,) + Wi) eu)! = 1. 


Les coefficients de la plus haute puissance de z dans les deux fonc- 


N 


tions F(z) et P(z), toutes deux de degré m, sont égaux à l'unité; nous 
avons done, en désignant par f,, f,, ..., Ins Gy» Goo -.., 9, les fonctions 
symétriques élémentaires des indéterminées #,, w,, ..., Un, d'une part, 


m? 


, 
Cb Hits Men Poors oan) CUE DATE, 


"n m 


To). 16s, — bar? + VQ) E(u} = 1 
k= h=1 d 1 


Ce produit est une fonction symétrique entiére des indéterminées 2, ..., Uns 
et par suite une fonction entiére des éléments f,, f,,..., fm. En effectuant 
la multiplication indiquée, nous obtenons d'ailleurs une fonction dont chaque 
terme contient au moins un des facteurs (a, — p) et que nous pouvons, 
par suite, considérer comme linéaire et homogene des différences (4, — f), 
à un facteur prés 
m 
II (w,) E(u). 


k=1 


m 


Le produit II G(»w,) est, d'aprés le théoréme fondamental de la théorie 
+ k-1 


des fonctions symétriques, une fonction-enticre des éléments f,, f,, ..., F5 


m 


Bas ss Bas et le produit Il 4(w,) est, d'aprés le méme théoréme, une 
k=1 


fonction entière des éléments f,, f, ..., f,. Si done nous posons 
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m 


IL 6(u) == Rh, > Stn ig in: p Bos RER) f.) 


m 


IL d'u) = SF: fos sey fe) 


et que nous désignions par A une fonction entière des éléments fi, ..., f 


m 


nous voyons que l'égalité précédente peut être mise sous la forme 
m 


Zara.) 


h=1 


xis R(t, fo; CDM | fas Ars f C du) f.) Shs fos o OO») b) ze 


Nous avons obtenu ectte égalité par une simple transformation de 
l'identité 


O(2) F(z) + ¥(2)@(2) = 1. 


Elle est done, elle-même, vérifiée identiquement en w,, 4, ..., 0, Mais 
les fonctions symétriques élémentaires de m variables indépendantes forment 
un systeme de m variables également indépendantes. Il en résulte que 
l'écalit& que nous venons d'établir est vérifiée identiquement en f, ..., fin 
elle a donc lieu lorsque nous substituons aux indéterminées fi, fs, +++, fas 
les valeurs particulières a,, a, ..., 4,. Ainsi se trouve démontrée, pour 
des systèmes quelconques a, &, ..., An; fi, for +++» An, Vérifiant notre 
premiére hypothése, l'égalité 


R(a,, a; CeO) An 3 fis fh: Orco Ba) S(aı ; As, LET) Am er 


Si nous observons que S(f,, f, ..., f„) était une fonction entière des in- 
déterminées f,, fa, ..., f,, à coefficients rationnels déferminés de a, Ass ..., Ans 
Bis Pas ss Po» nous voyons que la valeur de cette fonction est finie lors- 


qu'on y substitue à fi, jz) «<> fm, les variables à, a, ..., a Nous 


en concluons que la fonction Rx, a, ..., An; Pi» Pas -.., ff) ne saurait 
étre nulle. 

Done, si les variables « et 5 sont liées par des relations telles, que 
la fonction Ru; a, ..., An; Pis Bo» +. fe) Soit égale à zéro, les deux 
fonctions F(z) et G(z) auront nécessairement un diviseur commun en z. 


Acta mathematica. 6. Imprimé 29 Mai 1884, 4 
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Car si elles n'en avaient pas, nous venons de voir que À serait différent 
de zéro. 

Dans tout ce qui précède nous n'avons considéré que les m in- 
déterminées %,, a, ..., 4, qui définissent la fonction P(z); rien ne nous 
empéche de répéter les mémes raisonnements en prenant comme point de 
départ les m indéterminées 4,11, /,,5, ..., *,,, qui définissent la fonc- 
tion Q(z). Nous obtenons alors une fonction entiére À, définie par l'égalité 


m+n 


R, (a; do 3 RON) Am} i; 0»; sr 172 Gn) = if F(u,) 
- k=m+1 
et nous arrivons, comme tout à l'heure, au résultat que si les vari- 
ables « et # sont liées par des relations telles, que la fonction 
Rif, Ms des Om Pry Pay. B,) Bot égale_a zéro; lea: deux fonciions 
F(z) et G(z) ont nécessairement un diviseur commun en z. 
Posons, pour un instant, »,,, = v,; nous aurons alors 


mti i 


m+n n n m 


> Pr Ne > ei 
dt (n) ra H1 (vi) ds PE ie. M) 
done 
m mtn 
II Q(u,) = ( 1)" IE Pu). 


Ainsi les deux fonctions R et R, sont égales, au signe prés, pour des 
fonctions F et G à coefficients indéterminés. Il est, en effet, manifeste 
que pour a, Ayy -..5 Am; fi, fo» =. f^, indéterminés, les fonctions Pet 
F et, de méme, les fonctions Q et G, sont identiques. 

Les deux termes de l'égalité 


m mtn 
Il QUE I P(u) 


sont fonctions symétriques des indéterminées w,, w,, ..., w, d'une part et 


des indéterminées w,,,, ..., U de l'autre; cette égalité a d'ailleurs 


m+n 


lieu: identiquement Pen! ws. 45:27:53. Muyyy y Mares (done aussen 
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Da, 9» 518.5 elle a done également lieujsi l'on y: substitue 
a hs B5; 996-0 les variables &, a, ..., Gn} p P; Yet % 
liées par les relations considérées, ce qui démontre l'égalité, au signe pres, des 
deusetonettons (915105 „am; BısBass rn) Ct Ley (Eps 035.51» am; Bi» Pass Bn)> 

Cette remarque nous permet de donner une méthode pour trouver, 
dans chaque cas particulier, la fonction Ra, a5, ..., a; Pry Por ++ PB). 


En effet, si 


m+n 





l'expression 


est une fonction de z, qui, pour 7 = »,, se réduit à l'unité. Elle repré- 
sente donc la fonction de degré (m + » — 1) 


O(2)F(2) + ¥(2)G(2) 


qui est identiquement égale à l'unité, et nous pouvons écrire 
m+1 
UN H(z) 
: ( ux) H(ux) "e 


2 





k= 


ou encore, puisque H(z) = P(z)Q(z) 


p 299. I Tr > AN) I 


e 2— MH P(u)Q(u) m PDO 











En chassant le dénominateur, 
m m+n 
ren Our) — Lec fe „U Pu) = 2 ER, fe» PES: | hes Qi» Qos rong Gn) 


il vient, 
Rh, hs CDD) 55 9» 9» > tia q,) 





AS P(z)Q(z2)Q(u, )Q(u,) ... Cure 1) QUurs1) ... QQu,) 
EE (z — uz) P(ux) 
a = v^ P(z)&l2)Plum+ı)Plum+:) oo Jrad) P (m+n) 


(2 — ux) Qui) 


k=m+1 
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Mais I et Qa) 


ME iS qs 


désignerons par P,(z; w, et Q,(z; u,); les deux produits 


QUO 35. Om.) Quer 


sont des fonctions entieres de z et de uw, que nous 


et 


-EXPu spp M P (wu, 5) Ps) ze Ein) 


sont des fonctions entières de w,; nous les désignerons par Q"(w,) et 
P*(w,). Alors l'expression. P,(2; w;)Q*(w,) sera une fonction entière de 
4,; à l’aide de l'équation P(u,) — o (k — 1, 2, ..., m), nous la réduirons 
au degré (m — 1); elle peut done être mise sous la forme 


quy + qur +... + da 
de méme, à l'aide de l'équation. Q(u,) =o (k —m + 1, m 72, ..., m+n), 
l'expression Q,(2; w,)P*(w,) peut être mise sous la forme 


Pi WE TE P» u =: sup Di 3 


les coefficients p, 2, ..., Pn3 Qi: G2, ===» m, désignent des fonctions 
entiéres de z. 


Nous obtenons ainsi légalité, 


Rs thoes SUR Gen SED) 


m 








m—1 i| —2 m+n n—1 n—2 

) / My ar ToUx AB + dm Jue =F Poux ESP a0 Se Pu 

= Q(z)> = =: P(x) > 
UN ) = Puy) E ae Qu) 


Les formules d’EuLErR 


m mi m+n 


Ses i r3 Jue | Ti POUL ey — 
Pu) WE Qu = ; 
E ta Qui) |o, pour i> 1 


nous permettent de réduire cette égalité à la suivante, identique en 
Mod tete eT s dos een Qs 


Bis hs sees fus Gis do ++ +> 9) = H(z) Q(2) + m G) PG). 


Si donc on nous proposait, dans un cas particulier quelconque, de former 
la fonction Ra, a, ..., Aus; fh, ff. ..., An) correspondant à deux fonc- 
tions données F(z) et R(z), nous formerions à l'aide des indéterminées 
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Uy, WS, «++ Urn les deux fonctions auxiliaires P(z) et Q(z), et la méthode 
précédente nous permettrait de déterminer deux fonctions p,(z) et g,(2) 
telles que p,(z)P(z) + q(2)Q(2) se réduise à une fonction entiere des 
indéterminées fj, f, ..., fus Gir Ge» ---, Qn- Si dans cette fonction, nous 
substituons a; G25 QOO An fis P»: CDD. Pu» a hs fe, ROS) In 5 qi Q0», exe Qn 
nous obtenons la fonction cherchée, 


R(a,, Hs +.) Ans pis p; ett Bn) 


Nous pouvons résumer les recherches précédentes en disant que l'uni- 
que condition 
Re, B3, nee, Am; Ais Bass. 335 Bn) — 19 


est suffisante, pour que les deux fonctions F(z) et G(z) aient un diviseur 
commun. 

3. L'algorithme du plus grand commun diviseur suffit pour nous 
donner la condition nécessaire. 

Comme P(z) et Q(z) n'ont, par hypothése, aucun diviseur commun 
(puisque leurs coefficients fi, fs ..., f, et Gi. d» -++) Qu sont indéter- 
minés), nous savons trouver deux fonctions entières de 2, ¢(z) et d(z), 
à coefficients rationnels en fi, fa, ..., fm3 91> Ges ---, Ga, telles que 


e(z)P(z) + 9(2)Q(z) = 1. 


Réduisons au méme dénominateur les fonctions c(z) et ¢(z), et chassons 
ce dénominateur. L’égalité précédente devient alors 


p(z) P(z) + a(2)Q(2) = Ths far o b go 95 +++ 9) 


où les coefficients de p(z), q(z), et T lui-même sont fonctions entières, a 


coefficients entiers, de fi, b. ..., fu; > ds... Qa» Si nous réduisons 
les degrés de ¢(z) et &(z) à (n — 1) et (m — 1), il est facile de voir 
que les deux multiplicateurs -¢(z) et ¢(2) sont déterminés univoquement; 
il en résulte que les trois fonctions p(z), g(z) et T sont, au signe prés, 
également déterminées d'une maniere univoque, si nous convenons de 
débarasser T' et les coefficients de p(z) et g(z) des facteurs qu'ils pour- 
raient avoir tous en commun. L’existence et l’univocité, au signe pres, 
des fonctions entières p(z), q(z), T, est ainsi démontrée; elle repose sur 
la possibilité de trouver les diviseurs d'une fonction entiere quelconque. 
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Ceci posé, supposons que F(z) et G(z) aient un diviseur commun; 
il faudra alors que ce diviseur soit contenu dans la fonction T que l'on 
obtient ‘en substituant à h, h;-..; fo; Gin Gis - 7-5 ga» les. coekhcients 
Gi, Gx; des Om [hs Pas ces Pee des deux Honchiene” (2) etam EHE 
l'égalité: précédente ‚est: identique"en 1,15 2. Iasi Gis 02512 52) OU RES 
coefficients des plus hautes puissances de F(z) et de G(z) sont égaux à 
l'unité; un diviseur commun à F(z) et à G(z) dépend donc nécessaire- 
ment de 2, et, par suite, Ta, ..., Gm; Bis -.., Bq) qui est indépendant 
de z, est égal à zéro. 

Nous avons ainsi trouvé une condition nécessaire pour que les deux 
fonctions F(z) et G(z) aient un diviseur commun. 

4. Tl est maintenant naturel de rechercher si les deux fonctions 


R(a,, Los OR Any fi Pr» CAL] Bn) et Pla, , Do Er) Ans Pi» Pa Ba) Pr) 


sont indépendantes ou non, et, si elles ne le sont pas, de chercher à 
trouver les relations qui les lient lune à l'autre. 

Dans ce but, nous démontrerons d'abord que dans le domaine d'in- 
tégrité (h, fay «++» Tas Gio dos ++» Gn), la fonction E est irréductible. Cela 
est facile. Nous avons, en effet, identiquement en U, Uy, ..., Uns Vy) Vay ..., Uny 

A - À A-1, 2, m 

Ris hb... hs Gis Go» +++) M) = Au, — v). (ga Va ) 
Supposons done que À soit réductible dans le domaine d’integrite consi- 
déré; l'un de ses facteurs contiendra alors nécessairement une des diffé- 
rences du double produit qui est égal à R, par exemple w,——v,, et 
si nous désignons ce facteur par 4/4, nous avons identiquement en 


Wik Us sae ood SC US Te gs 


Bi (frst 135 Rs er modus 5 


et par suite, à cause de l'identité en w,, U, ..., 4 


m) 


fü Tas =» ho d 05-- 0) — 0 (modw v) eo 


Comme les m fonctions linéaires (u, — vj), Ü= 1, 2, ..., m), n'ont 
aucun diviseur commun, nous aurons done, toujours identiquement en 


U, Us, Sau} Uns Vi; Vo; QUO. On) Vrs 
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m 


Ff Ein Q5 Goo eres Gn) zx [mod I (a; = v,)] 


et par suite, à cause de l'identité en v,, v7, ..., v,, la méme congruence 


m 


pour k— 1, 2,..., m, ou encore, comme les » modules Ha ue), 
Qe 


(i, 2, 22.,%) n'ont aucun diviseur commun, 


mu iic diss mod LU, m]. (0277) 
Si done la fonction À, contient un facteur linéaire (w,— v,) de la ré- 
sultante R(f,, fo, ..., fm3 dis das, Gn), elle contient aussi nécessaire- 
ment le double produit qui est identique à cette résultante elle-méme. 
L'irréductibilité de R, dans le domaine considéré, est ainsi démontrée. 

Ceci posé, comparons les deux fonctions Af, fr, ++, fins Gis go ..., Gn) 


et 2, fe» ceu fn i» Qo; c. CLS) Qn) 


Nous avions obtenu les deux égalités 


Nous.en tirons, par soustraction, 


Lp, (2) — »(2)) Plz) + [m (2) — 4(0]0(2) = 8 — T 


ou encore, [9,(2) est différent de zéro] " 


g,()n (2) — » G2] P(2) + Ln?) — a(2] ER — p () Pl) = a (OU — T). 


Nous voyons done que la différence q,(z)T — q(z) R, dont le degré, par 
rapport à z, est plus petit que m, est divisible par P(z) dont le degré, 
par rapport à z, est égal à m; ce qui n'est possible que si 


ET «(2) R — o. 


Il faut done que la fonction q(z) soit contenue dans le produit q,(z) T, 
et, par suite, que q(z) soit un diviseur de g,(2); car si g(z) contenait un 
facteur indépendant de 2 qui füt également contenu dans T, comme le 
coefficient. de la plus haute puissance de P(z) est l'unité, ce facteur serait 
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aussi contenu dans p(z), et p(z), q(z), T, auraient un facteur commun 
contrairement à ce que nous avons dit dans le numéro précédent. 
Soit done 


remplacons, dans l'égalité précédente, g,(z) par sa valeur, et divisons par 
la fonction q(z)'qui est différente de zéro; il vient 


ACA yd MR. 
Ainsi 7 est contenue dans R; mais R est irréductible; done 


1, — iR. 


, 


a évidemment encore lieu lorsque lon substitue aux indéterminée 


fis fos eur Gis do o9 gs les variables aj; 10606 
quelles que soient d'ailleurs les relations qui lient ces variables. 


Cette méme égalité, démontrée dans le domaine (f,, 5, ... 5,5 Gus Goo - 5 Gn) 
8 


La condition nécessaire que nous avons trouvée, et la condition 
suffisante sont done identiques, et nous pouvons dire: 
»La condition nécessaire et suffisante à laquelle doivent satisfaire 


les variables à, z", ..., x”, pour que les deux fonctions entières 
fle; ay m", ..., $9) et ge; © m", ..., 2) de Ta page PRENNE 
diviseur commun en 2, est, dans le cas particulier ou f, = g, = t, 


Rn: ies sey (Ne Gis Jas vers In) — 0. 


Cette fonction R est le résultant des deux fonctions f(z) et g(z); d'après 
.ce qui précéde, nous savons le former, quels que soient les coefficients 
de f(z) et de g(z). Remarquons, en passant, qu'en réalité c'est R — o 
qui est l'équation résultante des deux équations /(2) = o et g(z) = o.» 

5. J’ai, dans ce qui précède, défini le résultant de deux fonctions 
entières, et, comme une fonction entière déterminée des coefficients des 
deux fonctions entiéres données, et, comme une fonction entiére facile à 
déterminer dans chaque cas particulier, à l'aide de l'algorithme du plus 
grand commun diviseur appliqué aux deux fonctions entières données. 
J'ai ensuite montré que les deux fonctions, ainsi définies, étaient identiques. 
Il me reste a ramener, au cas particulier considéré, le cas général où les 


\ 
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” ” 


deux fonctions f(x’, 2”, ..., a?) et g(v', 2”, ..., 2) ne sont pas égales 


à l’unité. Il suffit, de nouveau, de considérer les deux fonctions F(z) 
et G(z) dans lesquelles les coefficients a, et A, ne sont pas égaux à l'unité. 


Soient 
1 ; vi 
ee ae) et G,(2) E 


0 


G(2); 


le résultant des deux fonctions F\(z) et @,(2) est une fonction entière 


a 0a, a, oie wen 3 5 ; A 
fiue. a a En, 23 ..., = Tl est d'ailleurs égal au produit 


a do do 179. 59 a, 


m 


II G (a) 


dans lequel on a remplacé les fonctions symétriques élémentaires de 


a as a 2 x 
Si donc mouse ml ti 
a, - a, a, 


plions ce produit par a)", ce qui revient à multiplier le produit 


U, Up, ++, Un par les coefficients 


m 


IL G (4) 


par a”, nous obtenons une fonction entière dea, Ay ..., An; Bas Pis +++» Bri 
d'ailleurs 

m m n n 

PII Q(u) = fiom > II (uw, — v) = g IT P(v,). 

k=1 k=1 h=1 AA 
Il convient done de considérer cette fonction entière, comme /e résultant 
des deux fonctions F(z) et G(z). 

Le résultant de P(z) et de Q(z) est irreductible Nous savons, en 


effet, que le double produit 


m n 


II II (u, — »,) 


k=1 h=1 


est irréductible dans le domaine (f, f, ..., fm; dos +++» 9,); si donc le 
résultant de P(z) et de Q(z) était réductible, il aurait tout au plus un 
facteur indépendant de z, f, ou g,. Mais dans le produit 


I Q(u,) 
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le terme indépendant de w,, %, ..., w,, est égal à f;g7; et dans le produit 


il est égal à g? 5. Ni f,, ni g ne sont done contenus dans le résultant 
des deux fonctions P(z) et Q(z); ce résultant est done bien irréductible. 
Le probléme proposé peut ainsi être considéré, comme entierement 


résolu. 


2 
Ó* 


un 


Domaine général de rationalité. 


1. Considérons une fonction entiere de x, de degré n, irréductible 
dans une domaine naturel de rationalité (W, R”, ..., N”). Egalons cette 
fonction. à zéro; l'équation ainsi obtenue est dite irréductible, et ses 
n racines &, &, ..., & sont dites fonctions algébriques conjuguées de 
QU, À”, ..., N, dans le cas particulier ou le domaine se réduit a 
l'unité, c'est à dire où les coefficients sont des nombres entiers, les racines 
&, &, ..., &, sont dites nombres algébriques conjugués. 

C'est ici que nous supposerons connue la démonstration de Gauss 
sur l'existence des racines d'une équation algébrique, telle qu'elle a été 
interprétée par M. Kronecker, qui, aprés avoir ramené le cas général à 
celui des racines réelles, sépare tout d'abord les intervalles dans lesquels 
une équation peut être vérifiée approximativement. (") Il est alors par- 
faitement rigoureux, pour abréger le langage, de dire qu'une équation 
a n racines Cette introduction en algebre d'un symbole qui lui est 
étranger, a, comme je l'ai exposé dans le premier chapitre de ce mémoire, 
au moins dans l'état actuel de la science, ses avantages et ses inconvé- 
nients. Pour faire saisir, en partie du moins, les uns et les autres, je 
reprendrai dans le chapitre suivant, à l'aide des systémes de diviseurs, la 
question importante que jaborderai tout à l'heure, dans le paragraphe 





(') Comparez page 4. 
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4 de ce chapitre, à l'aide des fonctions algébriques, et je montrerai com- 
ment on peut la résoudre sans lemploi de ces symboles, Mais comme il 
m'a été impossible de démontrer de la méme maniére la décomposition 
générale des systémes de diviseurs, dont la question traitée dans le para- 
graphe 4 n'est qu'un cas particulier, j'ai préféré introduire, dés maintenant, 
les éléments auxiliaires, dont j'aurais parfaitement pu me passer dans tout 
ce chapitre. Je ne les ai pas introduits, dés le début de ce chapitre, 
parce que quelques-uns des résultats obtenus jusqu'ici sont nécessaires pour 
la démonstration de la séparation des racines possibles d'une équation 
algébrique donnée, et de l'existence d'un nombre rationnel vérifiant cette 
équation avec une approximation aussi grande que lon veut. 

Ainsi nous parlerons de fonctions algébriques, de nombre algébriques; 
mais, encore une fois, il est bien entendu que ces fonctions algébriques, 
ces nombres algébriques, n'ont aucune existence par eux-mêmes, que nous 
y adjoindrons toujours l'équation f(x; W, RW’, ..., 30?) — o qui les dé- 
finit, f étant une fonction entière, que c'est cette équation qui a un sens 
aleébrique, que c'est son adjonction qui seule nous permet d'introduire, 
pour abréger, l'idée approximative de fonction algébrique, au méme titre 
que celle de fonction rationnelle. 

2. Dans un grand nombre de recherches les éléments du domaine 
de rationalité sont liés par une équation algébrique. Nous dirons alors que, 
dans ces recherches, on considére comme connue une fonction algébrique 
déterminée ou encore que nous adjoignons au domaine naturel de ratio- 


nalité (RW, HY, ..., 9?) une fonction algébrique & de ces indéterminées. 
Le nouveau domaine (6, W, QU, ..., RK”) comprend toutes les fonctions 
'ationnelles de 6, 3U, 9U, ..., RK. Ces fonctions rationnelles sont, toutes, 


des fonctions aleébriques de W, RN’, ..., RO. En effet, si G est racine 
D | , ; , 
de F(®G) =o et si R(G) = G, désigne une fonction rationnelle quel- 
1 8 1 
conque de (9, G, sera racine de l'équation 


II(z — 6,) =o 


ou le produit est étendu à toutes les racines de F(G) = o. Ce produit 
est fonction symétrique des racines de l'équation F(($) = o, donc fonction 
rationnelle des coefficients de cette équation. ©, et ©, et, par suite, 
toutes les fonctions du domaine (G8, W, 9U', ..., Ji?) sont done fonctions 


algébriques des mêmes indéterminées. 
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Parmi les fonctions algebriques comprises dans le domaine 
(GR SU" 25 26 ERREUR) 


celles qui sont d'un ordre donné k, c'est à dire celles qui vérifient une 
équation dont le degré est 5, forment un genre d'ordre k. © étant d'ordre 
n, il y a certainement un genre d'ordre ». Ce genre dérive du domaine 
naturels ter > OU) 

Les fonctions algébriques conjuguées déterminent des genres qui s'ils 
sont différents, sont dits genres conjuguées. 

Le nombre % est nécessairement un diviseur du nombre »#. Soit, 
en effet, 

ENG: N, Nie RS DITS 


une équation irréductible de degré n, définissant les fonctions conjuguées 


G,, CG, ..., ©,; et soit 
= D(G X, ..., X?) 
une fonction rationnelle de &,, W, N°”, ..., N”. Le produit 


n 
IT íg— 2(6,)] 

k=1 
est une fonction entiére de g dont les coefficients sont fonctions ration- 
nelles de #, R’, ..., R®. Cette fonction entiere G(g; 9t, t", -.., R™) 
peut être réductible; soit H(g; JU, RW, ..., N) un de ses facteurs irré- 
ductibles. Comme la fonction entière 7| 0(6,); W, RN’, ..., WR”) s'an- 
nule pour une des » racines &, de l'équation irréductible F(G) = o, 
elle sannule pour toutes les racines de cette équation. Ainsi 


H[0(9,); ®, 8, ..., X9] <0 


pour kb — 1, 2, ..., n. Cette méme relation ayant lieu pour tous les 
facteurs irréductibles de G(g; W, NR”, ..., RN), ces facteurs irréductibles 


sont identiques, et nous avons 
a! À 1 "n Tw ER y 5 , " ( 
Go ss o UU) (gs REEL SE 


Il en résulte que l'ordre k de g est égal à un diviseur de n; n= k.y. 
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Pour voir comment se groupent les fonctions algébriques (9, si nous 
considérons les fonctions algébriques conjuguées g, comme connues, posons 
fe. A=1, 2, ..., (9—1) 
Dei = Gi (Ea) à k | 
et désignons par (8, g) le plus grand commun diviseur de F((95) et 
de c((5) — gj. Nous aurons alors 


»—1 


v'(6, qi) -11(6 Tui Our) (11592134) 


d'ou 


Ainsi la fonction F(6), irréductible dans le domaine naturel de rationalité, 
devient réductible si nous adjoignons à ce domaine les racines de l'équation 
A; WV, QU, ..., R”) — o. Ses n facteurs linéaires se partagent en k 


k 
dépendance de ($ et de g, nous dirons que le genre g est contenu dans: 


groupes contenant chacun éléments. Afin de mettre en évidence cette 


le genre ($9, et que le genre G contient le genre g. Lorsque deux genres 
se contiennent réciproquement, ils sont identiques. Ainsi toutes les fonc- 
tions du domaine (86, W, WR’, ..., X?) font ou bien partie du genre 6, 
ou elles sont contenues dans ce genre. Les fonctions rationnelles de 
JU, WU, ..., RY, pouvant étre considérées comme des fonctions algébriques 
d'ordre un, font elles-mêmes partie du domaine (6, W,..., NR’) de sorte 
que le domaine naturel de rationalité (QU, QU, ..., 307) est contenu dans 
le domaine (6; W, X, ..., X?) quil a engendré par adjonction de la 
fonction algébrique ©. 

L’adjonetion d'une racine d'une fonction entiere égalée à zéro, à un 
domaine (i, 9t, ..., X?) ne donne naissance qu'à des genres dérivés du 
domaine considéré, méme si les coefficients de la fonction enticre font eux- 
mémes partie d'un genre dérivé de ce domaine. En effet, dans un domaine 
déterminé, une fonction algébrique d'une fonction algébrique est une 
fonction algébrique; car, si F(a; R’, ..., R®)=o et G(y; x, À’, ..., 8?) =o 
et que & (;— 1, 2, ...) désignent les racines de F — o, le produit 


IIG(y; £, 3t, ..., WX?) étendu à toutes les racines £, est une fonction 
(i) 


38 J. Molk. 


symétrique de ces racines, et, par suite, une fonction entiere de y, dont 
les coefficients sont fonctions rationnelles de W, ..., KR”. 

Ainsi en répétant plusieurs fois lopération auxiliaire qui définit les 
nombres et les fonctions algébriques, nous n'obtenons rien de nouveau. 
L'idée de genre suffit pour nous rendre compte des domaines qui sont 
alors engendrés par le domaine naturel de rationalité. Suffit-elle égale- 
ment pour nous rendre compte de ce que devient ce domaine naturel de 
rationalité, si nous lui adjoignons un nombre quelconque de fonctions 
algébriques de ses éléments, ou est-il nécessaire d'introduire, dans nos 
recherches, une idée plus générale? C'est ce que nous allons étudier 
maintenant. 

3. Solent po", p, ..., p?, y fonctions algébriques des variables 
indéterminées QU, Wt’, ..., N, définies par les relations, 


fi (pt) ne soap). 05 tap EN 


et M, My, ..., U,, » variables auxiliaires. Considérons le produit 


Ile — wip — np —...— up) 


2... Gb ez n menue 


étendu à toutes les valeurs conjuguées de pU", de p 
produit est une fonction symétrique des racines de chacune des équations 
hp”) = o, f(p?)—o,....f,(p?)-— 0; cest,done une tone 
dont les coefficients sont fonctions rationnelles des variables indétermi- 
nées W, WR’, ..., NR”, et fonctions entières des variables auxiliaires 
Uys tas sos Mus Olt Ale; Urs M, -- sos JU, - RD) UD de ses 
irréductibles Nous aurons évidemment 


(1) (2) (v) 
WV — Up — ...— uS) 





VEI DNO PETERE 200) TET 

Qn 
le produit n'étant étendu qu'à un certain nombre des valeurs conjuguées 
désignent » 


y 


dé. 0, dep... et de o. Mails alors D Ss TED. 
nouvelles variables auxiliaires, nous avons 


H(z; 4 +0, % +0, ..., uy +) 


EE ; (1) 7) (1) (v) 
= I = 1,60. —...:.— 4,00 — INTAKE) 


(A) 
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et 
H(z — v, pt? 


— vp — ...— v, pf; Uy, Ma, s.s, WU) 


— 2 (1) (v) (D (v) 
— II — wp —...— up) — vp — ...— vp). 


Ces deux fonctions ont un diviseur commun, 


2 — up — wp? — ... — wu, pf — vp — vp — ...— v, pt. 


En général ils n'en ont point d'autre; car de l'équation 


(1) (2) (v) (1) ; (2) ; o) 
& 4,00, — UP s» o — U On V1 Pr U» Dj, ... U, Pn 
y 2 y 
= 2 — up — wp —...— Wp? — v, pf — vp —...— v,pf?, 


il résulterait 
vio + 1p? + ... + 0,09 = 1,00 + vuol +... vor 
et, par suite, le discriminant de la fonction irréductible, 
[FUER D ea ron) 


serait nul. Si done nous donnons au systeme de variables vi, v, ... , v, 
une valeur quelconque @,, &, ..., 4,, différente de la variété (y —1)"™ 
qui seule peut annuler le discriminant de H(z; v, v», ..., v), l'expres- 


sion z — wo —...— up? — ap? —...— a,p est le plus grand 
commun diviseur des deux fonctions H(z; u, + a, ..., w, + a) et 
H(z— ap? — ...— aps uy, U, ..., u). Mais alors l'expression 


Up + wp? +... + Mo + Gp + MOT + --. + apy 


est fonction rationnelle de a9? + ap? +... + 4,0, U, Us, ce, S 


et, par suite, wp? + wp +... + u,p® est fonction rationnelle de 
40 + a, o? +... + ap), Us Us ...,; €. Ce que nous venons de 
dire de la fonction algébrique p,, a lieu de méme pour chacune de ses 
conjuguées. Nous pouvons done dire que 


up + wp? +... + up” 


est fonction rationnelle de ap +... + 4,0%3 th, th, ..., w. En 
donnant à w,, 4, ..., a, des valeurs convenables, il en résulte que 
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chacune des fonctions 9°, 0”, ..., p^? est fonction rationnelle de 
ap? + ap +...+ap%. D'autre part, ap” + ap? +... + a, p? 
est. Hanna en fonction rationnelle de po”, 59, ..., p®. Le genre 
(1000 50, ^t pos jte TE , JW") est, par suite, identique au genre 
(ap? + a, p? p* . + a,p° | v, RO) 

La inestion^ 4 posée est ainsi résolue; l’adjonction d'un nombre quel- 
conque de fonctions algébriques aux indéterminées et aux entiers qui 
composent le domaine naturel de rationalité, est identique à celle d'une 
seule fonction algébrique à ce méme domaine. C'est pourquoi nous nom- 
mons un domaine de la forme 


(6, W, RY, ..., 307) 


domaine général de rationalité. 

Le domaine général de rationalité embrasse le domaine naturel cor- 
respondant. Dorénavant lorsque nous parlerons d'un domaine de ratio- 
nalité, nous entendrons par la, indistinctement un domaine général ou 
naturel de rationalité; ainsi dans le domaine (G; 9U, RK’, ..., RK”) il ne 
sera pas indispensable que © figure vraiment. Lorsqu'il sera nécessaire 
de distinguer entré les deux cas, nous ajouterons. ladjectif naturel ou 
engendré suivant que (9 ne figure pas, ou figure, dans le domaine 


(96; 9, RY, ..., $0). 


4. . On pourrait enfin supposer que les variables-indéterminées soient 
liées, non par les relations partieuliéres 


fep DS Uo e SE Ho (K=1, 2, .. 9) 


qui définissent » fonctions algébriques 5, 9%, ..., po”, mais par un 
nombre quelconque d'équations algébriques entre les variables indétermi- 
nées 90. 090, ..., pU. WR, ..., JUD, "cest à dire ventre ween 
queleonque de vari Aer ei | 

Je démontrerai plus tard que le domaine ainsi-formé ne donne, lui 
aussi, naissance a rien de nouveau. C'est dans la démonstration de ce 
théoréme que consiste précisément le probléme général de l'élimination, 
dans le cas particulier où le domaine de rationalité est égal à l'unité. 
Les premiéres recherches sur la divisibilité nous aménent ainsi à étudier 
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le probléme général de l'élimination. Il suffit, pour le moment, d'avoir 
réduit Vadjonction d'un nombre quelconque de fonctions algébriques à 
l'adjonction d'une seule fonction algébrique, et d'avoir ainsi introduit l'idée 
de domaine général de rationalité dans nos recherches d'Algébre. 


$4 


Réductibilité des fonctions entières dans un domaine général de 


rationalité. 


1. L'idée d'irréductibilité est relative. Elle dépend du domaine de 
rationalité que nous fixons au début de nos recherches. Il est done 
naturel de nous demander si nous pouvons l'étendre à un domaine général 
de rationalité. 

Rien n'est moins évident. Car la méthode que nous avons suivie 
pour reconnaitre si, dans un domaine naturel de rationalité, une fonction 
entiere a des facteurs ou non, n'est plus applicable. 

A la vérité, nous pourrions donner une définition logique de l'ir- 
réductibilité. Mais il nous faut une définition algébrique comme nous 
lavons fait remarquer dans le premier chapitre. 

Nous devons done, tout d'abord, donner une nouvelle méthode qui 
permette, à l'aide d'un nombre fini d'opérations, de reconnaitre si une 
fonetion entiére de plusieurs variables, dont les coefficients font partie 
d'un domaine général de rationalité (p; 9, R’, ..., RK”), peut, ou non, 
étre mise sous la forme d'un produit de fonctions entières de ces variables, 
dont les coefficients fassent, eux aussi, partie du domaine (o; W, 9t", ..., R”), 
et qui, dans le premier cas, donne le moyen de trouver ces facteurs. 

Ordonnons par rapport à l'une des variables, z. Si le coefficient A 
de la plus haute puissance de z est différent de l'unité, nous décomposerons 
la fonction considérée en deux facteurs dont l'un est A et l'autre une fonc- 
tion de z dont les coefficients font partie du domaine (p; 3t, 9t, ..., N”), 
le coefficient de la plus haute puissance étant égal à l'unité. Deux cas 
peuvent alors.se présenter. Ou bien A contient au moins une nouvelle 


, 


variable indépendante 2’, et alors nous pouvons, en ordonnant A par 
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rapport à 2’, répéter sur A, qui contient une variable de moins, les mémes 
raisonnements que sur toute la fonction considérée. Ou bien A ne contient 
que o et les variables-indéterminées et alors il ne serait d'aucume utilité 
de décomposer A. Nous pouvons done supposer, sans restriction aucune, 
que le coefficient de la plus haute puissance de z est égal à l'unité. 
Attachons-nous d'abord, pour plus de clarté, au cas ou il n'y a qu'une 
seule variable z. Il est toujours permis de supposer que la fonction 
donnée F(z) ne contienne pas de facteurs multiples; car, si elle en con- 
tenait nous considérerions non pas cette fonction, mais la suivante, 


F(z) 
Dv[F(z), F'(z)] 





en convenant, une fois pour toutes, de représenter par Dv[e(x), d(x)] 
le plus grand commun diviseur des deux fonctions e(r) et &(x). Nous 
savons toujours, par un nombre fini d'opérations rationnelles, former cette 


fonction qui ne contient que les facteurs simples de F(z) et qui les 


[T 


contient tous. 
Remarquons ensuite que dans un certain nombre de recherches les 
coefficients de la fonction entiére donnée font simplement partie dun 


domaine naturel de rationalité (RW, QU", ..., RK) et que c'est cependant 
le domaine général (p; W, HW’, ..., NR) que l'on considère comme connu. 


Nous avons alors à faire une recherche analogue à la précédente. Les 
deux cas ont ceci de commun que dans tous deux mous cherchons à 
savoir si la fonetion donnée contient ou non un facteur dans un domaine 


déterminé (p; W, ..., KR”). Pour n'avoir pas à distinguer entre eux, 
nous considérerons, non pas la fonction F(z; p, W, RW’, ..., RK”) où p 


pourrait ne figurer qu'en apparence dans les coefficients des différentes 
puissances de z, mais la fonction 


F(e + up; p,9", QU, ..., R®) 


ou w désigne une indéterminée. Nous sommes alors certain que p figure 
dans les coefficients des différentes puissances de la variable z; quant a 
l'indéterminée # nous savons que son adjonction ne peut en rien changer 
la réductibilité d'une fonction queleonque; d'autre part, si nous don- 
nons une méthode pour trouver les facteurs contenus dans la fonction 
F(z + up; p, W, W', ..., RN”), considérée comme fonction de (z + up), 
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il est bien évident que, 4 étant une indéterminée, nous aurons, en méme 
temps, les facteurs cherchés, contenus en F(z; p, W, X, ..., N). 

2. Ceci posé, soient 91, 55, ..., #, les À racines de l'équation 
f(p)- o, qui définit o. Formons le produit 


a 

Il F( Eup? pris Wiese RN): 

cette expression est symétrique dans les racines de f(p) = 0; c'est done 
une fonction entiére de z, dont les coefficients font partie du domaine 
(RR, ..., N°). Nous savons trouver les facteurs irréductibles d'une 
friction Eds dans un domaine naturel de rationalité; nous pouvons 


x” 


done écrire, en sous-entendant les variables-indéterminées Sh’, Jt", ; 


II Fe + «o,; pj) = Ve(z)Vi(z) ... Vi(z) 


k=1 


où V,(z), (h — 1, 2, ..., ») désigne une fonction entiere de z, irréductible 

dans le domaine (QU, W, ..., N"), et contient en outre l'indéterminée w. 

Les jp, sont des nombres citer: Pour nous rendre compte de la grandeur 

de ces entiers, prenons, dans légalité précédente, la dérivée, par rapport 

à z, des termes de droite et de gauche. 
Nous obtenons, à droite, 


yita) ecd Caps, 1: P(e) 2. Parka (Sy DP SCENE HC Oy t APTE 


Si done l’un seulement des entiers y, était plus grand que l'unité, la 
dérivée du terme de droite et, par suite, celle du terme de gauche, c'est 
à dire celle du produit considéré, aurait un facteur commun avec ce 
produit lui-même. Cette dérivée étant égale à 


: 
Y GE (E wok px) px) Ir + 10, 5 p) 


Fa + ups; px) n=1 


il faudrait done que l'un des facteurs du produit, F(2 + up; p,) par 
exemple, et 


F(2+ upis py) F(2 + ups; p) (2 + ups; ps) «+» F(e + ums pi) 
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eussent un facteur commun; comme nous avons eu soin de débarasser, 
tout d'abord, la fonction F(z) de ses facteurs multiples, il faudrait done 
aussi que F(z + wp,; p,) et F(z + up; p,), par exemple, pour k>1, et, 
par suite, en posant z + up, = y, que FU; p,) et Fly + «(p, — pr); px] 
eussent un facteur commun. 

En développant la dernière fonction suivant les puissances de #, on a 


Fly + "(p — (3s 9) = F(ys o) + uo, — 0s) F"ys ps) + + w (o — Pi)". 


Mais w est une indéterminée; il faudrait done que F(y; p,) et (p, — pi)" 
qui est indépendant de y, eussent un diviseur commun, contrairement à 
l'hypothèse A = 

Nous avons ainsi montré qu'aucun des entiers y n'est plus grand que 
un, et nous pouvons maintenant écrire, 


À 
IU F( + tp, pur ME), (GE). Vila): 


La fonction entière de z, F(z + up,, p,) a d'ailleurs, manifestement, un 
diviseur commun avec l’une des fonctions V,(2), avec V,(z), par exemple. 
Si nous désignons par 9,(2; p,) le plus grand commun diviseur de ces 
deux fonctions, déterminé de maniére que le coefficient de la plus haute 
puissance de z soit égal à l'unité, et par e(z; p,), d(z; p,), P(e; p,); 
V(z; p,), des metes entières de z, nous pouvons done écrire 


Vi(2) = e(5 (6,0: 01) 
F(z 2s up, 5 NM = de; P,)6, (25 £1) 
0, (2; 91) = Q(z; p V, (2) + ¥ (a; p,) Fe + up, ; £i) 


plus simplement, d'aprés la convention faite au début de ce paragraphe 


0,(z; p,) = Dv[V,(z); Fe + up; 0,)]- 


Mais toute fonction rationnelle de ui s'annule pour une racine de 
p Pi 

l'équation irreductible (po; W, X", ..., WR?) =o s’annule également, 

d'apres un théorème bien connu, pour toutes les racines p, de cette 
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équation. Les trois égalités précédentes subsistent done si nous changeons 
p, en o,, et nous avons 


8,(2; p,) = Dv[Vi(2); Fe + uo; o3]. (&=1,2,...,2) 


Deux quelconques des fonctions 6,(2; p,) et 6,(z; p,) sont d'ailleurs pre- 
miéres entre elles; car elles sont respectivement contenues dans les deux 
fonctions F(z + up,; p,) et F(z + up,; p, que nous savons être sans 
diviseur commun. Si done nous considérons le produit 

À 

II^; Px) 


qui est une fonction entiére de z, dont les coefficients font partie du 
domaine naturel de rationalité (W, XU, ..., N), nous voyons que ce 


produit est un facteur de la fonction entiere V, 


(4) dont les coefficients 


font partie du 1néme domaine, et nous avons 
À 
Vi(z)20 [mod IT 4, (:; p1)]- 
- co AIR CRY 
D'autre part, de l'égalité 


A,(23 px.) = (2; p) Vi(2) + V(z; p) FC + um; pi) 


qui a lieu pour k = 1, 2, ..., À, nous déduisons la congruence 


À À À 
II^, (25 p= IE W(2; p,) IX F(z + up; px) [mod Vi(2)] 
À 


n 
et comme I F(z + up,; p,) est égal au produit u V,(z), nous avons aussi 
= = 
u 0,(2; px) 3 o [modV, (2)]- 


Des deux congruences démontrées résulte l'égalité - 


Vi(z) = IL 6.5 p) 


Nous avons done décomposé la fonction V,(z), irréductible dans le domaine 


naturel de rationalité (RW, 9i", ..., RW”), en À facteurs, en adjoignant à ce 
domaine une fonction algébrique o, d'ordre À, et ses conjuguées. 
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Si 
0,(2; pi) = Dv[V,(z); F(2 + up; p] 


nous obtenons, de méme, légalité 


À 
V,(z) = IL 6,65 p). 


Comme ceci a lieu pour  — 1, 2, ..., %, nous avons aussi 


Ur (2 90,5 pi) = II V,(2) = IL IL o, (25%): 


=] = 


Considérons maintenant le produit 


IT 4,(; px)- 
Comme 
6,(25 py) = Dites p,)V.(2) + fe; p.) F(2 + up. ps) 


et que 
u V,(z) = II F( + Up, s px) 


il est évident que nous avons la congruence 


n 


I 0,(2; px) 3 o [mod F(z+ up,; p;)]. 


Ecrivons 
IL 6,(5 px = Q(2; Pa) F(2 aa Up, 5 02); 


il en résulte immédiatement, 


n 


n a A EN 
IL ILo,(5 p) = Wee o) H F(G + um; p) 


d'ou, à cause de légalité que nous venons de démontrer, 


II Q(; px) za 
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Chacune des fonctions entieres de z, Q(z; p,), est done indépendante de 
z et comme le coefficient de la plus haute puissance de z est égal à 


l'unité dans toutes les fonctions considérées, et, par suite, aussi dans 


«m 


Q(z; p,), nous pouvons écrire 


Q(z; Px) = I. (EXER) 


II6,(5; 9) = F(e + up; pi). 


h=1 


Chacune des fonctions 6, contient lindéterminée #. D’après le théo- 
rème fondamental sur la réductibilité des fonctions de plusieurs variables 
dans un domaine naturel de rationalité, nous savons que 6, est fonction 
entière de cette indéterminée w, puisque F(z + wo,; p,) est elle-même 
fonction entióre de x. En développant les deux termes de l'égalité 
précédente, suivant les puissances de w, nous obtenons donc, enfin, une 
décomposition de la fonction F(z; p,) dans le domaine général de rationalité 
(Pr; RM, ...;, RO 

Nous avons ainsi un premier exemple de l'emploi des indéterminées 
en Algébre. Si lon se proposait simplement d'assurer la présence de p, 
dans les coefficients de F(z; »,) on pourrait aussi poser z= c + ap, et 
donner à a une valeur quelconque différente de celles qui annulent le 
résultant de F(r + ap,; p,) et de F(x + ap; pj), pris par rapport a x. 
En effet, nous ne nous sommes servis de l'indétermination de w que pour 
montrer que F(z+ up,; p,) et F(z + up,; p, ne pouvaient avoir de 
diviseurs communs par rapport à z. Et, d'autre part, nous avons démontré 





que la condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions qui, en 

général, sont sans diviseur commun, aient un diviseur commun pour des 

valeurs particuliéres données à leurs coefficients, est que le résultant de 

ces deux fonctions s'annule pour les valeurs particulières considérées. 
Nous obtiendrions ainsi 


n 


F(x + ap; pi) = II 6, (x; 
done aussi 


F(z; p) = IT 4, ( — ap,5 fx) 


et, par suite, la décomposition cherchée. 
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Cette décomposition ne peut d'ailleurs étre poussée plus loin. Car 
si 6,(2; p,), par exemple, contenait une fonction 7,(z; p,) et si nous avions 


we — ne F (me 
0,(25 p) = Me; Plz Pi) 
nous aurions la méme égalité pour k= 1, 2, ..., A, puisque pi, ps, ..., p; 
sont les A racines d'une équation irréductible dans un domaine naturel 
de rationalité. Nous aurions donc aussi 


V,(z) = Il >: (3; f) JI (s Pi) 


et comme chacun de ces produits est une fonction entière de z dont les 
coefficients font partie du domaine naturel (9t, R’, ..., R”), la fonc- 
tion V,(z) ne serait pas irréductible dans ce domaine contrairement à 
la définition de cette fonction. 

Enfin la décomposition précédente est univoque. Il est facile de 
-s'en assurer à l'aide de l'algorithme d'Evcripr, par un raisonnement tout 
à fait identique à celui du paragraphe 1 de ce chapitre. 

3. La décomposition d'une fonction de plusieurs variables en ses 
facteurs irréductibles, dans un domaine général de rationalité, ne présente 
plus maintenant aucune espéce de difficultés. En effet, rien n'est changé, 
dans ce qui précéde, si nous considérons plusieurs des variables-indéter- 
minées R dont p ne dépend pas, comme si elles étaient des variables 
quelconques, à condition toutefois que F en soit fonction entière. Le 


produit 
À 
Ve . » E we . 1 
II F( — VD, S 213 Ray eee y 4,5 pus W, p cls a) 
ou F est une fonction entière des variables z, z,, 2, ..., 2, dont les 


coefficients sont fonctions rationnelles des variables-indéterminées SW’, NR”, ... 
et de la fonction algébrique » de ces variables-indéterminées, est égale- 
ment une fonction entière de z, 2, ..., z, dont les coefficients font 
partie d'un domaine naturel de rationalité. Mais nous avons démontré 
que, dans un tel domaine, la décomposition d'une fonction entiére de 
plusieurs variables indépendantes est identique à celle de la méme fonc- 


tion, par rapport à l'une des variables seulement. Dans le cas que nous 
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considérons, les fonctions 9, sont done entières, non seulement en z, mais 
SasSUU 4209523. «3. 2. 

Le probléme que nous nous étions proposé est ainsi résolu. L'adjonc- 
tion d'une fonction algébrique » à un domaine naturel de rationalité 
.rend parfois réductible une fonction entière de z, irréductible dans le 
domaine naturel considéré. 

Désignons par ¢ les racines de cette fonction égalée à zero. Il est 
intéressant de remarquer qu'il existe entre p et Zune complète réciprocité. 
Soient, en effet, F(z) une fonction entière de degré # et G(r) une fonc- 
tion entiére de degré k, toutes deux irréductibles dans le domaine con- 
sidéré. Supposons que par adjonction d'une racine o de l'équation 
G(r) = o, la fonction F(z) devienne réductible et qu'un de ses facteurs 
soit f(z; p). Nous pouvons réduire à (k — 1) le degré de cette fonction 
par rapport à po, à l'aide de l'équation G(r) = o qui est vérifiée pour 
r — p. L'égalité f(€ p) = o nous montre alors que la fonction f($, 1) 
dont le degré, par rapport à r, est plus petit que 4, est égale à zéro 
pour lune au moins des racines de l'équation irréductible G(r) — o. 
L'adjonction de £ au domaine de rationalité rend donc réductible la fone- 
tion irréductible G(r). La réciprocité de € et de j est ainsi démontrée 

Voici done l'idée d'irréductibilité étendue aux fonctions entieres dont 
les coefficients font partie d'un domaine général de rationalité. — L'étude 
des fonctions enticres quelconques est ramenée à celle des fonctions entières | 
irréductibles quelles que soient les fonctions algébriques des variables. 
indéterminées que nous supposions connues. 

Un premier pas est ainsi fait dans la voie de la décomposition des 
fonctions entières. Il peut être continué dans deux directions différentes. 
Ou bien lon peut se proposer d'élargir encore le domaine général de 
rationalité, comme nous l'avons indiqué à la fin du paragraphe précédent, 
et si lon y parvient d'étendre, si possible, au domaine obtenu l'idée 
d'irréductibilité. Ou bien l'on peut rechercher si plusieurs fonctions que 
nous embrassons en un systeme aprés les avoir débarassées de leurs 
facteurs communs dans un domaine général de rationalité, ne peuvent 
avoir encore un élément arithmétique commun, et si l'on ne peut ainsi 
étendre l'idée 1néme de décomposition en facteurs. Cette double recherche 
sera lobjet des chapitres suivants. 


Acta mathematica. 6. Imprimé 9 Juin 1884, 


-1 
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CnarrrnE Ill. 


Introduction des systémes de diviseurs en Algébre. 


S E: 


Définitions. 


1. Un systéme de fonctions d'une, de deux ou de trois variables, 
égalées à zéro, est susceptible d'une interprétation géométrique. 

Une fonction entière d'une variable, f(x) égalée à zéro et interprétée 
sur une droite y définit un nombre fini de points; si la fonction entiére 
(x) est débarassée de ses facteurs doubles, ces points seront distincts. 
Nous savons alors que toute fonction F(x) qui, égalée à zéro, définit, 
entre autres points, ces points distincts, contient la fonction M(x), et nous 
observons ainsi une correspondance directe entre l'idée de contenir, se 
rapportant aux fonctions entières d'une variable et celle de système de 
points, sur une droite, faisant partie d'un autre systéme de points sur la 
méme droite, se rapportant à ces mêmes fonctions entieres d'une variable, 
égalées à zéro. 

Une fonction de deux variables égalée à zéro et interprétée dans un 
plan y définit une courbe. Considérons deux courbes planes P(x, y) — o 
et (x, y) — o. Deux cas peuvent se présenter suivant que ces deux 
courbes ont des courbes communes ou n'en ont pas. Si elles ont des 
courbes communes C, ces courbes seront représentées par le plus grand 
commun diviseur #(x, y) de ®(x, y) et de V(r, y), égalé à zéro, et lors- 
que les courbes C font partie des courbes définies par une fonction entiere 
F(r, y) égalée à zéro, nous savons que F(x, y) contient le plus grand 
commun diviseur O(a, y). Ainsi ici encore, nous observons une corres- 
pondance directe entre l'idée de contenir se rapportant aux fonctions 
entieres de deux variables, à leur plus grand commun diviseur, et celle 
de système de courbes, dans un plan, faisant partie d'un autre système 
de courbes situées dans le même plan, se rapportant à ces mêmes fonc- 


YF 
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tions entières de deux variables, égalées à zéro. Si elles n'ont pas de 
courbes communes C, elles peuvent cependant avoir un nombre fini de 
points communs P. Si ces points sont distincts, on démontre que toute 
fonction entiére de x et de y, f(x, y), qui sannule pour tous ces points 
P, est fonction linéaire et homogene de (x, y) et #'(x, y), à coefficients 
fonctions entiéres de r et de y. Quoique nous ne donnions la démonstra- 
tion de ce théoréme que dans le chapitre suivant, nous pouvons cependant 
le supposer connu, dés à présent, parce qu'il s'agit ici simplement de légitimer 
l'introduction des systèmes de diviseurs en Algebre, et non pas de dé- 
montrer quoi que ce soit. Ce théoréme nous montre une correspondance 
directe entre être fonction homogene et linéaire de deux fonctions entieres 
D(x, y), (x, y) sans diviseurs communs, et celle de représenter un 
systeme de courbes et de points dont font partie les points communs aux 
deux courbes P(x, y) — o et V(x, y) — o. C’est pourquoi nous dirons, 
par analogie avec le cas précédent, que la fonction entière f(x, y) contient 
le système des deux fonctions @(r, y), Vz, y), que ce système est contenu 
dans f(x, y), ou encore est un systeme de diviseurs de f(x, y). 

Il en est de méme pour les fonctions entières de trois variables; 
dans l'étude des formes géométriques définies par ces fonctions égalées à 
zéro, il faut distinguer deux cas. Ou bien les formes communes à trois 
fonctions de trois variables égalées à zéro sont des surfaces et alors ces 
surfaces sont représentées par le plus grand commun diviseur des trois 
fonctions considérées, égalé à zéro; toute fonction qui contient ce plus 
grand commun diviseur, représente, si nous légalons à zéro, entre autres, 
ces surfaces; nous avons donc, de nouveau, dans ce cas, la même corres- 
pondanee que pour les fonctions d'une et de deux variables. Ou bien, 
les formes communes aux trois fonctions considérées égalées à zéro, sont 
des courbes et des points et alors toute fonction qui, égalée à zéro, 
représente entre autres ces courbes et ces points est fonction homogene et 
linéaire des trois fonctions considérées. Nous dirons, de nouveau par 
analogie, qu'elle contient le système des trois fonctions considérées. Mais 
tandis que pour les fonctions de deux variables, aux courbes communes 
correspondaient les diviseurs, et,,aux points isolés communs, les systémes 
de diviseurs des fonctions considérées, ainsi à chaque élément géométrique, 
courbe et point, une idée analytique différente, les points et les courbes 
sont encore confondues pour les fonctions de trois variables. Pour distinguer 
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les deux cas qui peuvent se présenter, celui ou des fonctions de trois 
variables, sans diviseur commun, égalées à zéro définissent des courbes et 
des points et celui ou elles ne definissent que des points, nous dirons, 
dans le premier cas, que le systeme de diviseurs est de rang deux, et, 
dans le second cas, qu'il est de rang trois. Le rang d'un système ne: 
dépend done en rien du nombre d'éléments de ce systéme. Un diviseur 
de rang un d'un système de fonctions entières, est un diviseur de ces 
fonctions, dans le sens habituel du mot. 

Nous pouvons ainsi continuer, et considérer des fonctions d'un nombre 
quelconque n de variables. Nous dirons alors qu'une fonction entière 
contient un systeme de fonctions entieres lorsqu'elle est exprimable par 
une fonction linéaire et homogene de ces fonctions entières dont les 
coefficients soient également fonctions entières des x variables considérées. 
Comme dans le cas de trois variables, nous distinguerons entre des systémes 
de rang un, deux, trois, et ainsi de suite jusqu'à n suivant que les formes 
géométriques représentées par les fonctions données, égalées à zéro, sont 
de variété (m — 1)"*, (y — 2)*"*, (n — 3)""*, et ainsi de suite jusqu'à 
zéro; dans ce dernier cas elles représentent des points isolés situés dans 
la variété &""* donnée. Nous dirons souvent système de diviseurs au lieu 
de systéme de fonctions à cause de l'analogie qu'offre un systéme de 
fonctions contenu dans une fonction entiére avec un facteur, um diviseur 
de cette fonction entiere. 

2. La définition que nous venons de donner est indépendante de 
toute interprétation géométrique, sauf toutefois l'idée de rang que nous 
ne pourrons préciser d'une maniére arithmétique que dans la théorie 
générale de l'élimination. Ce qui précéde avait simplement pour but de 
nous faire voir comment on pouvait étre amené à donner précisément 
cette définition de contenant et de contenu de préférence à toute autre. 

Cependant cette définition n'est pas encore complète. Nous n'avons 
parlé que de variables comme elements des fonctions entières considérées 
et, en effet, la géométrie ne peut pas nous donner autre chose. D’apres 
les principes développés dans le chapitre premier de ce Mémoire, il nous 
reste à tenir compte des nombres entierss C’est pourquoi, étendant encore 
les définitions précédentes et les faisant concorder avec les recherches 
arithmétiques que nous avons en vue, nous dirons enfin: 

1° Un système de fonctions ou système de diviseurs est l'ensemble d'un 


» 
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certain nombre de fonctions faisant partie d'un domaine d'intégrité que nous 
fivons à l'avance. Chacune de ces fonctions est un élément du système. 

2° Une fonction faisant partie d'un domaine d'intégrité donné contient 
un système de diviseurs lorsqu'elle peut étre représentée par une fonction 
homogène et linéaire des éléments du système dont les coefficients fassent égale- 
ment partie du domaine d'intégrité considéré. 

Ainsi dire que, dans le domaine d'intégrité [9U, QU, ..., NR], la 
fonction Æ contient le systeme (fi, fj, ..., fj), cest dire que l'on peut 
mettre F sous la forme 


| F = ¢ih elite. nh 


Gi, Go, -.., 9, désignant comme F, fi, f;, ..., fi, des fonctions faisant 
partie du domaine d'intégrité considéré et n'étant pas toutes nulles. Dans 
cette dernière égalité, ce qui importe, ce sont manifestement les fonctions 
fis f. f. les éléments du systeme, et non pas les multiplicateurs 
Pis Pay ---, £,. Pour bien mettre ce fait en évidence, M. Kronecker 
se sert d'une notation analogue à celle dont Gauss a fait usage dans les 
Disquisitiones | arithmetice et il écrit au lieu de légalité précédente, 
simplement 


Fzo (moddf,, fi, ..., fi) 


ce que nous énoncerons en disant que F est congru à zéro, suivant le systéme 
de fonctions, ou le systeme de diviseurs, (fi, fj, ..., f); ou encore, pour 
ne pas nous répéter trop souvent et conserver l'analogie avec le cas 
particulier où l’on considère la congruence F=o (modf), que F est 
congru à Zéro suivant le système de modules (fi, fr, ..., fj). Ainsi lors- 
qu'une fonction faisant partie. d'un domaine d'intégrité contient un système 
de modules faisant partie du méme domaine, elle est congrue à zéro suivant 
ce systeme de modules et réciproquement. 

Enfin, rien ne nous empéche d'étendre encore lidée de contenir à un 
systeme de fonctions faisant partie d'un domaine d'intégrité donné. Nous 
dirons que 


3° Un système de diviseurs contient un autre système de diviseurs lors- 
que chaque fonction du premier systéme contient le second systéme; 

4° Lorsque deux systèmes se contiennent réciproquement ils sont équi- 
valents, 
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et nous écrirons, lorsqu'un système (F\, F,,..., F,) en contient un 
i | T5 25 , h 


autre (fi; fis =. fi)» 
(E UIS En Oo, (mode foe 


et lorsque les deux systémes (Fi, Pas ..., F),et (Moor =>.) Some 
équivalents, 


(CHE Fo, 5" ang Lo s fas ND ine 


Cette équivalence représente donc l'ensemble des deux congruences 
e 


(BF Bar. En) SO) (nuoddgs gore te 
(fis fee sey) E o (nal Foe oA) 


ou encore des (h + k) congruences, 


7. =© modd s ce 2) (m=, 2, 2 À) 
ji S00 (modd Ei wp 06, ap Q1, 2, sass 4) 


Nous pouvons nous servir du symbole de léquivalence comme de celui 
de légalité; car il est. manifeste que si ab on a aussi b va et que si 
a~b et bc on a aussi are. 

Tout ce que nous venons de dire a lieu quel que soit le domaine 
d'intégrité donné. Rien ne nous empéche, par exemple, de faire déjà les 
mémes raisonnements sur le domaine [1], c'est à dire sur les nombres 
entiers. Cependant, pour l'objet que nous avons en vue, ils ne deviennent 
indispensables que lorsque nous considérons un domaine d'intégrité conte- 
nant au moins une variable jt. Cela tient à ce que dans le cas où un 
systéme est composé de nombres entiers seulement, tout nombre qui peut 
étre mis sous la forme d'une fonction homogéne et linéaire des éléments 
du systéme est manifestement un multiple de leur plus grand commun 
diviseur et que, par suite, tout le systéme est ainsi entierement remplacé 
par ce plus grand commun diviseur. Remarquons en passant que cette 
réduction à la divisibilité telle qu'elle est congue généralement, que nous 
obtenons ainsi dans un cas particulier, légitime aussi l'introduction des 
systemes de diviseurs en Algebre. 
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3. La méme réduction aurait lieu si nous considérions exclusive- 
ment les fonctions d'une variable. Mais ce ne serait point dans la nature 
des choses Dans larithmétique plus générale que nous obtenons en 
considérant, dés le début, les fonctions entiéres à coefficients entiers d'une 
et de plusieurs variables indépendantes il est indispensable de ne pas 
laisser de côté les nombres entiers eux-mêmes. Aussi le domaine d'in- 
tégrité [9t] contient-il non seulement les fonctions enticres à coefficients 
entiers de la variable X, mais encore tous les nombres entiers; on peut 
considérer ces derniers comme fonctions entiéres à coefficients entiers de 
jt, ne contenant que la puissance zéro de cette variable. Et alors il est 
bien évident que tous les entiers qui peuvent étre exprimés en fonction 
linéaire et homogène. d'une série de fonctions entières à coefficients entiers 
font en quelque sorte partie d'une méme famille, car ils ont un caractére 
commun, et ce caractére ne peut pas étre, comme tout à l'heure, simple- 
ment donné par le plus grand commun diviseur des fonctions considérées. 
Ainsi déjà dans un domaine d'intégrité [Ji], les développements précédents 
sont indispensables. 

Un exemple bien simple éclaircira, peut être, ce que ces considéra- 
tions générales fBourraient avoir laissé d'obseur. 


Les deux fonctions 


fa + at Lis) baba 
et 


fan = EME ata 


où m et n desienent des entiers quelconques, sont premieres entre elles, 
La recherche de leur plus grand commun diviseur nous donne, en effet, 


m 


Tasas ki 2 (k nn re eie gm bn) + m. 


Nous pouvons donc écrire 


m=o (moddf,,, fy) 
et 
fn.n =O (modd f,, m); 
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il est d'ailleurs manifeste que 


“fi — O (modd jf a >] ») 
et que 


f, o (modd f,, m). 
Nous avons done deux systémes équivalents 


TES do (gom 


et, en effet, chacun de ces systémes contient bien l'autre, ainsi que l'on 
s'en assure à l'aide des quatre congruences précédentes. 
L'équivalence 


(a n? E 0% , m) 


nous montre clairement que les deux fonctions f,, et f,, quoiqu'étant 
premiéres entre elles, ont cependant quelque chose en commun et le 
nombre m est un des éléments qui caractérise leur liaison. 

L'équivalence précédente nous amene à une remarque bien simple à 
l'aide de laquelle on pourrait caractériser, dés le début de l'arithmétique, 
un genre de liaison comme celui des deux fonctions f, et f,. Introduire 
en Arithmétique les fonctions d'une variable, à coefficients entiers, c'est 
considérer toutes les valeurs que prennent ces fonctions lorsque la. variable 
parcourt successivement toute l'échelle des nombres entiers. Pour comparer 
entre elles deux fonctions d'une variable, il faut done comparer deux 
suites d'entiers, les deux suites que l'on obtient en donnant successivement 
à la variable toutes les valeurs entières possibles et écrivant les entiers 
correspondants auxquels se réduisent les deux fonctions entieres considérées. 
Il peut alors se présenter plusieurs cas. — Ainsi lorsque les entiers corres- 
pondants restent toujours sans diviseur commun, le système des deux 
fonctions-est équivalent à l'unité car le plus grand commun diviseur des 
deux fonetions ne peut, dans ce cas, être différent de l'unité. Au contraire, 
lorsque l'on rencontre un nombre infini d'entiers correspondants, ayant 
des diviseurs communs, tous facteurs d'un nombre déterminé i, ce nombre 
caractérise certainement, en partie du moins, une liaison entre les deux 
fonctions considérées. C’est ce qui arrive dans l'exemple précédent. Il 
est inutile d'insister iei sur cette interprétation que l'on pourrait, sans 
doute, rendre facilement rigoureuse. 


> 
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Je voudrais enfin faire une remarque, d'ailleurs bien évidente, sur 
l'introduction des systémes de diviseurs en Algebre. Si, au lieu de dire 
qu'une fonction contient un systeme (f, fj. ..., fj) lorsqu'elle peut être 
mise sous la forme d'une fonction linéaire et homogene de f,f, ..., fi, 
nous disions qu'elle contient le systeme (f, f, ..., f;) lorsqu'elle peut 
être mise sous la forme d'une fonction homogene de fi, fa, ..., fi, d'une 
dimension donnée quelconque, nous n'obtiendrions rien de nouveau; nous 
ne ferions que nous limiter dans nos recherches, sans pouvoir en tirer 
aucun profit Et nous devons considérer un ensemble homogene; car, dans 
le cas contraire, nous aurions un systéme dans lequel l'un des éléments 
devrait être égal à l'unité. Mais alors ce systeme serait contenu dans 
lunité et, par suite, dans tous les nombres; il ne servirait done à rien 
de lintroduire dans nos recherches. 

4. Aprés avoir défini l’equivalence des systémes de fonctions, il 
faut encore nous entendre sur la maniére dont nous voulons composer 
ces systèmes; je dirais mudtiplier, si ici la notion d'égalité n'était pas 
remplacée par celle d'équivalence. 

Il convient de nommer système composé de deux systèmes donnés, le 
systéme dont les éléments sont obtenus en multipliant, de toutes les 
manières possibles, les éléments de l'un des systemes donnés par ceux de 
l'autre; car le systeme ainsi formé est, par rapport. aux systémes donnés, 
ce que le produit de deux fonctions est par rapport à ses facteurs. Nous 
écrirons donc, par exemple, 


(a, b)(e, d) ~ (ac, be, ad, bd). 


La méthode à suivre pour résoudre le probléme de la composition 
de deux et, par suite, de plusieurs systèmes en un seul étant ainsi fixée 
par définition, le probléme inverse s'impose, celui de donner une méthode 
pour décomposer en plusieurs systemes plus simples, un systéme quelconque 
donné. C'est ce probléme qui fera l'objet de toutes les recherches contenues 
dans la seconde moitié de ce Mémoire. 

La premiére recherche se rapportant à la divisibilité des fonctions 
entières est celle du plus grand commun diviseur de deux fonctions. 
Pour suivre une voie analogue à celle du chapitre précédent nous devrons 
done, tout d'abord, chercher à voir ce quil faut entendre par plus grand 
commun diviseur de deux systemes de fonctions. 


Acta mathematica. 6. Imprimé 17 Juin 1884, 8 


Cx 
oo 
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Désignons par-(fi, fo; « «y fa) etr (Faun, uis = f) deus: syetemes 
donnés et formons le systéme 


(E35) ; >: 


Il est contenu dans chacun des systemes donnés, car il est contenu dans 
chacun de leurs éléments. De plus, si un systeme quelconque (¢,, ¢,, ...) 
est contenu dans les deux systémes donnés, nous avons, par définition, 


f, :: o(moddeg,, ¢,, ...) (21,2, „mi m4-1,m42, 42) 
et, par suite, 
(fi, fa, Essere (moddig EHEN 


Nous voyons donc aussi que tout systeme (¢,, ¢,, ...) contenu dans les 
deux systemes (fi, fis v ofa) Ret ncn epee RD „) est également con- 
tenu dans leur diviseur commun (fi, fs ..., f,). C’est pourquoi nous 
dirons que (fi, f», ..., f,) est le plus grand commun diviseur des deux 
systemes (fs Ta Irene) 

Le symbole de M. Kronecker présente ainsi un grand avantage; il 
permet de former immédiatement le plus grand commun diviseur de 
deux systémes, en juxtaposant leurs éléments, c'est à dire en écrivant les 
éléments du second système a la suite de ceux du premier et en réunis- 
sant tous ces éléments en un seul systeme. Et cet avantage n'est contre- 
balaneé par aucun désavantage; car il est parfaitement indifférent que 
nous ayons, dans le systéme ainsi formé, un plus grand nombre d'éléments 
que dans les systémes donnés; le nombre d'éléments d'un systéme ne 
complique, en effet, en rien nos recherches; la nature des systémes ne 
dépend pas du nombre d'éléments qui les composent. 

Remarquons d'ailleurs que rien ne sera changé dans un systeme de 
modules, si nous ajoutons à ses éléments une fonction linéaire et homogene 
de quelques-uns d'entre eux; car, si | 


fau = (modd fi, f, ..., A) ( € n) 


nous avons, par définition, 


à (fi; f»; set y fut) p- (fis hos sey A 
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nous pouvons donc ajouter aux éléments fi, fi, ..., f,, lélément f,,;, 
ou retrancher des éléments fi, f, ..., fi41, ce méme élément f,,,. 

Ce que nous venons de dire du plus grand commun diviseur de 
deux systèmes, s'étend immédiatement au plus grand commun diviseur 


d'un nombre quelconque de systémes. 
DL fo = Ji +f, on a 


(fo f) SE (f fi» f) fo (f, fa). 
mann, 25)" (15, 25, 25 15) (15, IO + 15, IO) ^" (15, IO) 
SNS MIO LS — 10) ex(1o + 5, 10, 5) ~ (10, 5) ~ 5. 

Une remarque intéressante et bien facile à vérifier, est que le procédé 
de réduction d'un système, dont nous yenons de donner un exemple, nous 
donne, appliqué aux nombres et répété un nombre suffisant de fois, 
précisément l'algorithme d’EucLipe. 

Nous pouvons résumer les recherches de ce paragraphe en disant 
que nous arrivons à la méme généralisation de l'idée de contenant et de 
contenu, que nous nous placions au point de vue de la géométrie ou à 
celui de l’arithmetique, à condition, toutefois, de tenir compte, dans le 
premier cas, de la nature des coefficients des fonctions entieres considérées. 
Dans le second cas, cette condition est inutile; il est, en outre, d'autant 
plus important qu'il se rapporte directement à la fonction elle-méme, et 
non pas à cette fonction égalée à zéro. L'exemple du système (f, ,, f,), 
que nous avons donné, nous montre que la géométrie est certainement 
insuffisante dans nos théories algébriques. Le système (f, , = 0, f, = 0) 
n'est en effet susceptible d'aucune interprétation géométrique. 


TOS 
Résultant pris suivant un module déterminé. 
Nous allons maintenant aborder un tout autre ordre de questions 


et étudier l'algorithme du plus grand commun diviseur, en ne consi- 
dérant les fonctions entiéres d'une variable x, que suivant un module 
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VU, RY, ..., NRA); RN, 8", ..., RY, désignant: les éléments d'un do- 
maine d'intéerité donné. Nous développerons cette théorie plus que cela 
ne serait nécessaire pour résoudre les problémes proposés dans les para- 
graphes suivants, parce qu'elle fait partie de la théorie élémentaire des 
congruences, et permet de simplifier considérablement plusieurs recherches 
arithmétiques. 

Supposons d'abord que le domaine d'intégrité soit (1, et que le 
module soit simplement un nombre premier p. 

Soient alors deux fonctions entières à coefficients entiers f(x) et 
f.(r) non congrues à zéro suivant le module p; nous réduisons leurs 
coefficients à leur plus petit reste, suivant ce module. Si alors a, est le 
coefficient de la plus haute puissance de x, dans f;(r), on peut toujours 
déterminer un nombre # tel que la congruence 4,4, = 1: (modp) soit 
vérifiée. En divisant f(x) par «,f,(r) nous obtenons comme quotient 
une fonction entière à coefficients entiers que nous nommons g,(x), apres 
avoir réduit ses coefficients suivant le module p; nous réduisons également, 
suivant ce méme module, les coefficients du reste de la division, et nous 
obtenons alors une fonction entière que nous désignons par — f;(r). Nous 
établissons ainsi la congruence 


f(x) — 9x) A(x) + f(x) = 0 (mod p). 


En opérant, de méme, avec f(x) et f(x), ete., nous obtenons une suite de 
congruences, : x 


hl) — dite) f(x) + finir) =O (mod p) — «223.» 
f. (v) — ag, (v) f, (x) = o (mod p) 


où f(x) est une fonction entière de x, à coefficients entiers, qui peut 


et enfin 


se réduire à un nombre. 

Ces congruences sont tout à fait analogues aux égalites de l'algo- 
rithme d’Eveuie; elles n'en différent qu'en ce que le signe d'égalité y 
est remplacé par celui de congruence. Nous en tirons done immédiate- 
ment les trois congruences caractéristiques - 


f, 0f, (mod p) 
f. = 0,f, (mod p) 
f, eio + esf. (mod p) 


Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 61 
que nous pouvons aussi écrire 
f; o (modd f,, p) 


" fr 20 (moddf,, p) 
: f. 


Il 


o (modd fi, fr, p). 
Les deux premieres congruences nous donnent 
(fi, f») =0 (modd f,, p). 


Le système (f;, f; contient done le systeme (f,, p). Ici encore on aperçoit 
clairement lanalogie avec la divisibilité par f, de f, et de f;, divisibilite 
que nous pouvons déduire des deux premicres égalités caractéristiques de 
l'algorithme d'EUCLIDE 


f; = At; os emm PEE 


De la troisième égalité de cet algorithme nous avons déduit une des deux 
méthodes qui permettent de former le résultant R de deux fonctions 
entières, et nous avons démontré que la condition 


R(fi, fh) = 0 


était nécessaire et suffisante pour que les deux fonctions f, et f, aient 
un diviseur commun, dans le cas où f, — 1. Nous allons généraliser ce 
théoréme. 

Le résultant de deux fonctions étant une fonction homogene et li- 
néaire de ces deux fonctions, nous avons f 


tfi, f) = 0 (modd fi, ft) 
et, par suite, d'aprés une remarque faite plus haut, 
Ay fy RUA; f) ^ (fs A): 


Ceci posé, supposons que la congruence R(f,, f)=0 (mod p) n'ait pas 
lieu. Si p désigne un nombre premier, À et p n'auront alors aucun di- 
viseur commun, et nous aurons, par suite, (R, p) ~ 1. ll en résulte imme- 
diatement 


(f; fo, R, p) fs ies 1) D. 
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Mais (A, fs, RY~ (A; %); done (f; Br gomme (9192) 


est le plus grand commun diviseur des deux systèmes (fi, p) et (fy p), 
nous avons enfin l'équivalence 


Dv[(fis p), (fy p)] ^v 1- 


Ainsi, si la congruence R(f,, f;) = o (mod p) n'a pas lieu, les deux systèmes 
n'ont aucun diviseur commun. 

Le résultat que nous venons d'obtenir nous montre que si les deux 
systémes considérés ont un diviseur commun, il faut que le résultant 
R(f,, fr) soit congru à zéro, suivant le module p. 

En voici un exemple: Le systéme (r + 3, 7) est contenu dans le 
système (x? + x + 1, 7). On a, en effet, 


(2 +x+a, 7)~ (@ + 3, 7)@— 2, 7) 


Le résultant des deux fonctions (x? + x + 1) et (x + 3) est d'ailleurs 
égal à 7; on a done bien R=o (mod 7). 

Réciproquement, si les deux systèmes (fi, p) et (f, p) où nous 
désignerons par a et f les coefficients des deux fonctions entieres f(x) et 


f(x), n'ont point de diviseur commun, la congruence R(f,, f:)=0 (mod p) 
ne saurait avoir lieu. En effet, dans cette hypothèse, comme 


Dv((fi, p). (fe »)) ~ (f fes D) 
nous avons l'équivalence | 
(fis fs p) ^ 1 
ou encore la congruence 
er) () + eir) (n) = à (mod p) 


Cette congruence est vérifiée identiquement, par rapport à x; nous pouvons 
done écrire, en désignant par w, une indéterminée, 


eou)fi(Qu) + Eaux) f(x) = 1 (mod p). 


Nous prendrons pour k toutes les valeurs enticres depuis 1 jusqu'à (m + n) 
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si m et » indiquent les degrés de f(x) et de f,(x), par rapport à +. 
Si alors, nous définissons P,(r) et P,(x) par les congruences 
m 
P,(x) = IL (x — u,) (mod p) 
> h=1 
m+n 


P,(x)z II (x — w,) (mod p) 


A=m+1 
nous obtenons facilement la congruence 


m 


nem Les (te) fo (s) 





EC) PL (uz) + es ()fo(,)) = 1 (mod p); 


le raisonnement est tout à fait celui du paragraphe 2 du chapitre pré- 
cédent. Si fi, 5, ..., f, désignent les fonctions symétriques élémentaires 
dccus te seu g 9, ase 0. celles’ de 9,1, Mauss eo Wein, 1A 
congruence précédente peut étre mise sous la forme 


m 


k=1 


m 


e(1,) 2 (— 1)*(a, — frye" + ex (te) fe (ey) [= 1 (mod p) 


h=1 





ou encore, en posant, comme dans le paragraphe cité, 


TE 5 (9) SB nidis oobis ess Od 


et 


IT ¢,(u,) — S5 Wer OG Of) 125 


R(t, fo, ery 125 Ais Pa, ELLE Pa) Shs fos rey bj) = 1 (modd Pp; ash sory in Im). 


Cette congruence est vérifiée identiquement en %,, U, ..., w,, done en 
ho Tes potes Im} elle a done lieu pour h =a dis To = Los Ono 625) Im STE Dn et 
comme la valeur de Sa, %, ..., «,) est finie, il est impossible que la 
congruence 


Ra, Wo, +9 Ams fi f». ttg P») = O0 (mod p) 


soit vérifiée. On démontre, comme dans le paragraphe cité, l'identité des 
deux fonctions R que nous venons de définir; on peut alors énoncer le 
théoréme suivant: 
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»La condition R(f,, fr) = 0 (mod p) est nécessaire et suffisante pour que 
les deux systèmes (fi, p) et (fs, p) aient un diviseur commun, et cela quelle 
que soit la nature particulière des deux fonctions entières de x, f(x) et 
f; (v), que nous considérons.» 

Dans le cas particulier où le résultant des deux fonctions f(x) et 


f(x) est précisément égal au nombre premier p, nous avons aussi 


p= o (modd fi, f.)- 


Mais alors, au lieu de f, = o (modd fj, f, p), nous pouvons écrire simple- 


ment /, = 0 (modd f;, %), et comme 


(fi f)=o (modd f,, p) 


nous obtenons l’equivalence 
a LI 
(iis fs) ier GR p). 


Le cas plus général où le module ne se réduit pas à un nombre 
premier p, mais est une fonction irréductible 7°(W) d'une variable-indéter- 
minée Sk’, dont les coefficients font partie du domaine naturel de rationalité 
(QU, ..., N°), le coefficient de la plus haute puissance étant égal à 
l'unité, peut être traité de la méme maniere, lorsque les coefficients de la 
plus haute puissance de chacune des deux fonctions de +, fi(æ) et (x), 
sont congrus à l'unité, suivant le module 7%). Mais il ne faut pas 
oublier que nous privilégions ainsi l'une des variables-indéterminées du 
domaine d'intégrité donné; nous pouvons done seulement dire que le 
systeme (fi, %) contient le système (f,, V) relativement à lune des indé- 
terminées W du domaine d'intégrité. Dans ce méme sens restreint nous 
pouvons également énoncer le theoreme: 

»La congruence R(f, fj) - o (mod 7), où À désigne le résultant des 
deux fonctions entières f, et %, pris par rapport à a, est nécessaire et 
suffisante pour que les deux systemes (fj, 7) et (f, 4°) aient un diviseur 


commun.» 
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772 


9 
a 


Application des systèmes de modules à la décomposition d'une 


fonction entière dans un domaine général de rationalité. 


1. L'emploi des systèmes de modules nous permet d'effectuer, plus 
facilement, la décomposition d'une fonction entiére dont les coefficients 
font partie d'un domaine général de: rationalité, sans introduire dans nos : 
recherches l'idée de nombre et fonction algébrique. C’est ce que je vais 
essayer de faire voir dans ce paragraphe. 

En reprenant ainsi, sous une autre forme, les recherches du dernier 
paragraphe du chapitre précédent et en montrant comment elles se tra- 
duisent à l'aide des nouveaux symboles, mon but est, surtout, de mettre 
en évidence, par un exemple, d'une part le róle important que jouent 
actuellement dans les recherches d'Algébre, les fonctions algébriques, les 
grandes simplifications que l'emploi de ces fonctions peut apporter dans 
le mécanisme d'une démonstration, et, d'autre part, la méthode à suivre 
pour éviter précisément l'emploi de ces fonctions. La complication de 
cette méthode n'est qu'apparente et ne porte que sur le mécanisme de 
la démonstration; loin de rendre la-démonstration elle-même plus difficile, 
elle nous fait, au contraire, apercevoir plus clairement le lien entre les 
hypotheses que nous faisons et le résultat qui en découle, entre notre 
point de départ et notre point d'arrivée; et seule, elle mérite le nom de 
méthode algébrique, car, seule, elle se meut dans le domaine particulier 
à l'Algébre. 

Je commencerai par formuler, à l'aide de notre nouvelle terminologie. 
le probléme proposé d'une maniére qui différe un peu de celle du cha- 
pitre précédent. Dans ce probléme, les éléments d'un domaine de ratio- 
nalité (9U, R’, ..., RC) sont supposés liés par une relation algébrique 
reae qoem j^) = o. Nous pouvons supposer que la fonction entière 
4" soit irréductible, car nous savons décomposer, en ses facteurs irréduc- 
tibles, toute fonction faisant partie d'un domaine naturel de rationalité. 


Acta mathematica. 6. -Imprimé 18 Juin 1884. ü 
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Il] sagit de décomposer, si possible, une fonction entière de 2, F(z) dont 
les coefficients font partie du domaine (9, 9U', ..., NR) ainsi limité par 
la relation V^ = o, c'est a dire de mettre F(z) sous la forme d'un produit 
de deux ou plusieurs fonctions de z dont les coefficients fassent égale- 
ment partie du domaine (W, HR”, ..., N°) limité par la méme relation 
J^ — o. 

Dire que F(z) contient une fonction F, (2), tandis que W, X", ..., NR”, 
sont liés par l'équation Y= o, c'est donc dire que F(z) est congru au 
produit de F,(z) et d'une autre fonction entière de z, suivant le module 
V, ou, en d'autres termes, c’est dire que F(z) est congru à zéro suivant 
le système de modules |F,(z), 7). La divisibilité des fonctions entières, 
dans un domaine général de rationalité, revient ainsi à la décomposition 
des fonctions entiéres à coefficients faisant partie d'un domaine naturel 
de rationalité, en systemes de diviseurs dont lun des éléments, commun 
à tous les systémes, est connu et ne renferme pas la variable indépendante 
z, ou encore, à décomposer dans un domaine naturel de rationalité, un 
systeme donné [F(2), V] en d'autres systèmes contenant chacun l'élément 
I. Cest ce probléme de la décomposition des systemes dans un cas 
trés-particulier, que je veux étudier dans ce paragraphe. 

A cet effet, je suivrai une vole analogue à celle du dernier para- 
graphe du chapitre précédent, et, conservant les mêmes notations, je dé- 
montrerai d'abord que les entiers désignés par », (page 43) sont néces- 
sairement égaux à l'unité, ou, ce qui revient au méme, que le résultant, 
par rapport à 2, du résultant, par rapport à jt’, des deux fonctions F et 
y", et de la dérivée, par rapport à z, de ce résultant, diffère nécessaire- 
ment de zéro. Je rappelle que, dans la fonction 7 le coefficient de la 
plus haute puissance de z.et, dans la fonction #', le coefficient de la 
plus haute puissance de 3), sont supposés égaux à l'unité, et que, de 
plus, F(z) peut toujours sans restriction aucune, être supposée fonction 
entière de z ef de W sans diviseur commun avec sa dérivée prise par 
rapport à z, F’(z), tandis que #' est fonction entière de }’ seulement, 


PR) = N° + AR" +... Lg: 


les coefficients de F et de % sont fonctions rationnelles des variables- 
indéterminées Rt”, RW", ..., KR”. 
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Soit S — H(z; WW, ..., N°) le résultant, par rapport à W, des deux 
fonctions 


We + ORs W, ..., WY) et VW; RY, ..., RM) 


¢ étant une indéterminée. D’apres ce que jai exposé sur le résultant de 


deux fonctions entières, si gi, g., ..., g, désignent les fonctions symé- 
triques élémentaires des indéterminées v,, v,, ..., v,, et si la fonction 
symétrique de ees indéterminées 


n 
II Parrain, Wal s sag Re?) 
ka 


\ 


transformée en une fonction entière de gi, gs ..., Qu, est égale à 


> . (x) 
D(z, t, gs Ges ++. Qn h", e, À > 
on a 


S dier wd bus eres DER E qe 


et, si la fonction symétrique de vj, v,, ..., ©, 


n 


F'(g + tu; vy) Tr 2/5 13 
2 rictus) LL FG fus 0) 


k=1 


transformée en une fonction entiere de 2, £, g1, go, +++, Qu, est égale a 


D,(z, t, Qi; Qoo ++. Gn) 
on a aussi 


as : 
xi ®,(z, i, dà Do, ele Pn)» 


Pour abréger je n'ai plus écrit les éléments 3t", 9U", ..., R”, qui ne 
seront pas transformés dans le courant de la démonstration. 
Formons maintenant le résultant, par rapport à z, des deux fonctions 


Set. Il est égal à 
ez 


T(t, h^ , Po, ESI e) d^) 
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si nous désignons par T(f, qi, Qs, ..., g,) le résultant, par rapport à 2, 
des deux fonctions 

De Mr m Das sees Uu) eb d eS os dae ce Al) 


Ce quil faut démontrer, c'est que T(t, gi, 9, ---, 9.) est différent de 
zéro. En appliquant plusieurs fois les identités : 


Riab, c) = Ria, c) Rb, €) 
R(a + b, b) = Ria, b) 


qui découlent immédiatement de la définition méme du résultant de deux 
fonctions entiéres, nous pouvons écrire 


h=1 T F(z + ivi, v) x1 


=) 


T(t5 85 923 vss Jeanne + £v, 9j); Pest Wo OTT n z 





" ^^ F'(2 + dvi v)vp p; 
E HL sou) M Fe te s) 


"n 
mnt 
h=1 


i=1 
F'(z + tiv, 


—IInlz y: vi) p | 
- TI = (s -F tv), Ua); F'(2 + tv), , i! "(e TU, 2 vs) 





— IL RIF(: +tv,, v); F'(24- tv, TLR] Ble + toy, V,); II F(2 + tv,, vi) 


h=1 


(k=1, 2, .... (a—1), (44-1), 0, 2) 
n 
= II RIF(2+ 60, v); F’(@+tv,, vj)! | II R(F( +tv,, v); F(z4- tv, vj). 
h=1 (h, 
fon seras ste sue 
k=1, 2, ..., (h—1); Henr 
Il suffit done de démontrer que chacun des deux produits 


ITRIF(: + tv, v); F'@ + tv, v,)] 


A-1 


ili RF (2 ZE tv, Un); F(z as tv,, v,)! ( =o doc On 


HA 
8 k—1, 2, ...4 (Ah—1), WE) «e. ) 


est different de zero u y remplace les fonctions symétriques élémen- 


taires Qu, 95, ... Qu, par les coefficients ¢,, ds, ..., &, de la fonction V(9t^). 
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3 N : : sr oF(z, W) 
Comme, par hypothèse, les deux fonctions F(z, W) et or us 

2 


n'ont point de diviseur commun et comme ¢ est une indéterminée, les 

deux fonctions F(x, W) et F’(x, W), où x = z + OV, n'auront également 

pas de diviseur commun; nous pouvons done N à ces deux fonc- 

tions les raisonnements du paragraphe 2 du chapitre précédent, et, en 
, 


conservant les mêmes notations, établir l'égalité, 


m 


U to, W)F, 3) — Du, RP 3) + Mu, WE (Wes NN = 1. 


Cette égalité a lieu pour W = vj, v,, ..., v,; nous avons donc aussi 


I D(u,, v) Fu, vj) — Du, v) Pau, v,) + Tu, vj) F'(u, v)) = 
Val rar 
= EE iy 
et, par suite, cn posant, 
F(x, Vi) == a” ie. aa 1 + ap qn DR NE + (— Duo (h=1, 2) ..., 2) 
Pie: v,) = g^" — Mari + Man — LE (— I)'th, | 71,2, «m 
It Tu, v)F' (u, v)\=ı 


[modd (aD), (a fe), ..., =D), (a — s... P= 1). 


Soient maintenant 


H F" (u,, Vi) x R(v,; m hs COR | m 


Lu, v) = Sos V9, 9, ..., FO); 


nous savons alors que R(v,; a”, af, ..., a) est bien le résultant des 
deux fonctions F(x, v,) et F’(x, v. En désignant les fonctions entières 


de Qi Qo, rs On 


IL z(», f^, FR, sss, My et so, 85, $9, ..., fr) : 


70 J. Molk. 


respectivement par 


EU ar, 85 che: Venice In pepe line ds) 
et 


V(g;, Qo» +++ Qu ae fo, Dico 1% n5 eee) 204 


et en substituant ces expressions dans la congruence précédente, nous avons 


aussi, 


Ulg,, d^ cos Es fo, i, HS 5) V(g, doa dd Ds ww, (D 599) M=1 
[modd (a — iy (af (1) — 7), Ber (a = CAE 


nm m 


Si dans cette congruence nous substituons aux indéterminées fi), $2, ..., In 
les coefficients a, a, ..., « des fonctions F(a, vj), F(x, v;), ..., F(x, v,) 
considérées comme fonctions de x seulement, elle aura toujours lieu. 


D'ailleurs, comme pour à — 1, 2, ..., m, les deux fonctions 


(1) (Qu) rh (ny 
U(g; Qos +. Quo A rn a) et V(g;, Qos +... Qu ai j 5» S MEUS 


sont fonctions symétriques de a, a, ..., aj" 


t 


, ces deux fonctions peuvent 
étre transformées en fonctions entières de gi. 94, ..., g, ne contenant 
plus explicitement les indéterminées v,, v,, ..., v,. La congruence que 
nous venons d'écrire est vérifiée identiquement en 9, qj. ..., g,3 elle 
est done encore vérifiée si, aprés la transformation indiquée, nous sub- 
stituons aux indéterminées gi, g., ..., g, les coefficients d, dh, ..., d, 
de la fonction (3). 


Nous avons done enfin 


T a) Q7 5. Vu Q — 
U(d,, Do, teg P 915 zs von at) V(d, d», e, 058 As os > al I 
et comme là fonction entiére V(d,, bo, ..., Pn» oi, a, + ne 
peut étre infinie, la fonction U(¢,, ds, ..., Pay a, a, . am) est 
certainement différente de zéro. 


Maïs il "fonction Udy, ds; u. Was Bienes tee oon représente 
précisément le premier des deux facteurs de la fonction T(t; ¢, ..., 4») 


que nous considérons; ainsi, nous avons démontré que le produit 


(n)\ 
m 


IL RUF: == tv,; v); T" (g + UU, , vj) 


h=1 
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est nécessairement différent de zéro lorsqu'on y remplace les fonctions 
symétriques élémentaires gi, 9», ..., 9, par les coefficients ¢,, d, ..., d^, 
de la fonction (3t). 

. 2. Pour démontrer que le double produit 


II R(F(: Eis ton; Vn)3 F(z fu, v)] icri ah) 


(^, k) ( hak 


est egalement différent de zéro on a besoin du théoreme auxiliaire suivant. 
»Les deux formes 


n mn 


e = IH (a + aPt +... + aver] = 2 ft 


n 


== f 4íU) (A) aO? 4 
D = IL {ai + at, +... E 


An 


ou f, h, f, ..., f, désignent des indéterminées et les a(? des quantités 


queleonques, sont liées par une équation algébrique 
d' — Fd? -- Fe? —...+ Ff, =0 


dans laquelle F, (k — 1, 2, ..., v) est une fonction homoge ne des seules 
quantités fo» fi, ..., {mn de dimension K*"*, 
Voici comment on démontre Sie ce théorème: (’) 


Solent v,, Vs, ..., Unny mm indéterminées. — Posons 


mn) 


S T(x um v,t) = fo == fit == ht? == miae == hau (i1, 2, ..., mn) 
et 


gy II (1 + vl) = Mt gt + QPP +. + QUE" — p, immani m2, MAD] 
h 


pour h= 1, 2, ..., n, et considérons l'expression 


= Ifo? + gt, + gts +. + i] Penn 





(‘) Comparez Kronecker, Sitzungsberichte der Berliner Akademie, 26 


Juillet 1883. 
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que nous pouvons aussi mettre sous la forme 


NY M a), (2) (n) km mal, MA+2, ..., 7 a 
E Ty mE. Bi, Qi, ee Din Mays tes me ( 40, 1, 2, y (n—1) 
En examinant les coefficients gig ... gf? de cette forme, nous voyons 
de suite qu'ils sont fonctions entieres des indéterminées vj, v, ..., 0m 
et ne sont que linéaires par P. à chacune de ces indéterminées. Si 


nous permutons 7,, ?,, ..., Um, de toutes les manières possibles la fonc- 
tion G, se change en un certain nombre de fonctions différentes que nous 
désignerons par G,, G,, ..., G4; chacune de ces fonctions a, comme 
coefficients, des fonctions entières de vj, v,, ..., v,,, linéaires par rapport 
25 
Vy, À 0, ces À 04,5 Si done nous développons le produit II (G — G,) 
r=0 
et sl 
II (6 — 6G) = G' BET -- Re? — > +H, [r70, 1,2, .., (/—1)] 
(r 


la fonction symétrique $y, sera une fonction homogene entière à coefficients 
entiers des indéterminées fj, f,, ..., f,,, et sa dimension sera égale a fk. 


Nous aurons ainsl 


G; mn qi TE ds UIS eh à, = 0 


et comme cette relation a lieu identiquement en v, v,, ..., Un», elle a 
encore lieu lorsque l'on substitue aux indéterminées gf”, gi, ..., gi, les 
quantités données af”, af”, ..., a$, ce qui change G, en 4; mais alors 
il faut aussi substituer à f), sf :.e: fon ‚les quantités 45, 150-99 9 REL 
le théoréme est démontré. 

3. Supposons maintenant que lorsqu'on remplace les indéterminées 


2. 
dis recu par dis d...,00 de double preduit 
h,k=1, 2, ..,72\ 
IL nir(: + tv,, v); Fle + tv,, vj) (do ) 
soit nul. Il en serait alors de méme du double produit 
REIS T 
IL. Ur , Un); Fr + t(v, — vj), vu! (= ) 


EN 


dans lequel nous avons posé # = z + {v,, le résultant étant formé 


par rapport à x. Mais alors, aprés avoir remplacé les indéterminées 


-1 
so 


Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 


Qi» y ---» J», par les quantités données ¢,, d&, ...,; &,, nous aurions 


aussi l'égalité 
% 


IET RAP (x, v); Le, v)-Ft(v —»)£7' (x, v) +... + ro —v)"| = 0 


(A, E) 


ou encore, en introduisant, comme dans la premiére partie de notre dé- 


monstration, pour À = 1, 2, ..., n, les fonctions auxiliaires 
m 
P(r, 2) = Heu ge ee, 
IT Fu”, vj) + (v — 0) LU, v) +... + lo — v,)"| = 0 


(i, i, 4) 


à condition de remplacer, pour // — t, 2, ..., ?, dans la fonction entiére 
de ff”, ff, ..., f%? qui représente le terme de gauche de cette égalité, les 
iudéterminées jo We, .... [9. Par ‚les: coefficients. a, a, ...,,a9, de 
I(x, v, considérée comme fonction de x seulement, puis, aprés avoir 
transformé la fonction symétrique de 7,, v,, ..., v,, ainsi obtenue, en 
une fonction entiere de qi, go, ..., Qn, de remplacer les indéterminées 


n° 


Qu d» --~> 9, par les quantités données ¢,, da, ..., d 
Ordonnons ce produit par rapport à l’indéterminée /; tous les coef- 
ficients seront nuls. D’après le théorème auxiliaire que nous venons de 


démontrer, une puissance entiere du produit 


Elan 
d IL ir (uf, vy) + bar — Vn) Eu, vj) +... + Guo — vy] (nme) 
. (US \ AZI / 


sera également nulle; donc aussi ce produit lui-même. 
Posons, pour abréger, 


WE Uy) = Wyk 


et introduisons de nouvelles indéterminées w,, comme coefficients des 
expressions /’(w{, vj); nous aurons alors 


Il 
= 
M) t5 


iii (o, x Eu u y, ) + 5, i N, Vs) m. ae Wit — = ‘re o (meer, 


(A, i, 4) \ 
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ou encore, en écrivant 


VEI TE 
y [qm II oy, i Pt, vi) = w, (uo, v;)] == | (erm) 


(A, i, # hak 
* 1—4,2, 10 
/ / , wf À 9 
II LU I Oe v,) =F Wh, x I: un, v,)! T J| e ©. (^ k=1,2, mm) 
(A, i, D AZk / 


Comme / est une fonction entière de d, d,, ..., d,, ne contenant 
plus les indéterminées auxiliaires # et v, et que chacun des termes de / 
contient au moins une des indéterminées »; , à une puissance plus élevée 
que la premiére, il faut que nous ayons séparément 


i=, 2,...,m\ 
IT lo, à F(u®, v) E Wh > Fu, v,)] — © et /=o. (Maren ) 


(Ai, i, X) . 


Ainsi, nous avons démontré que si le double produit 


II R[F(e + iv, v); Fe + tv,, vj)] 


(^, X) 
est nul, pour € indéterminée, les deux dernières égalités sont vérifiées 


identiquement dans les indéterminées 


("a = API cae N 


AI 


dh. (Gm Ui exc 


Mais, d'autre part, il est facile de donner à ces indéterminées 2, , 
et à, des valeurs particulières pour lesquelles la dernière égalité n'est 
pas vérifiée. Nous avons, en effet, vu tout à l'heure que le produit 


II Ri F(a, v), F'(v, vj)] 


k=1 


était différent de zéro. Comme l'égalité 
RF (2); £'(2)) = F(2)7(2) + Fe)" (2) 


que lon peut établir quelle que soit 7'(z), est vérifiée identiquement en 
2, nous pouvons aussi dire que le produit 


n 
II (Fu, v) (ny vy) + Fi (iP, 0) Fu, vi] 
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et, par suite, que le triple produit 
: ; i—1,2,..., m Y 
LL, Un ut, 2,) Fu, v,) +, Eu, v) F'(u9, v,)l (^ =D 0) 
h, à, k 


est différent de zéro. 
Si done nous remplacons les indéterminées w,, et iw; , par les fonc- 
tions Z,(uf^, v,) et F,(u‘”, vj), la fonction symétrique des w et des v, 


Il [0,2 (ul, v) + Un, (ut, v,)j 


(A, i, Kk) 


dans laquelle on remplace les fonctions symétriques élémentaires de 
(A) 
[ 


u, uf, ..., u® par les coefficients de F(x, v,), considérée comme fonc- 
tion de x seulement, puis’ à, di; ---> d. par Ji, du, ..., du, est diffé- 
rente de zéro. Elle ne saurait done être nulle pour des w,, et w;, in- 


déterminées, et, par suite, le second facteur du résultant 


T(t, di; Do, tit) d.) 


nest pas nul non plus. 

Cette recherche est nouvelle. Elle offre un exemple frappant de 
lavantage quil y a à se servir de méthodes naturelles, sans introduire 
aucun élément étranger au domaine dans lequel on se méut. C'est, en 
effet, l'impossibilité dans laquelle je me suis trouvé, de démontrer que le 
résultant T(t, f,, d», ..., d) est different de zéro, sans supposer l'exis- 
tence des racines des équations algébriques, et à l'aide de la generalisation 
des idées de contenant et de contenu donnée au début de ce chapitre, 
qui a amené M. Kronecker à généraliser d'avantage encore les idées de 
contenant et de contenu(') en découvrant le théorème auriliaire(?) néces- 
saire à notre démonstration, théoréme qui, en réalité, est fondamental en 
Algebre. 

4. ll est maintenant facile de décomposer, dans un domaine naturel 
de rationalité, un systéme donné [Æ(2), 4] en d'autres systèmes contenant 
chacun l'élément 4. 





(' Sitzungsberichte der Berliner Akademie. Séance du 26 Juillet 1883. 
( g 
Q | 


Page 71 de ce Mémoire. 
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En effet, (^) nous venons de voir que le resultant 
De; 5 drs Des s d 
qui est entierement équivalent au système donné, n'a point de facteurs 


doubles pour £ indéterminée; nous pouvons done toujours remplacer £ par : 
une quantité a telle que 


d (25 a, dà, dà; CO Du 9.) 
n'ait point de facteurs doubles. Decomposons cette fonction entière de z 


en ses facteurs irréductibles, dans le domaine naturel de rationalité 
(R”, WR”, ..., RM) et soit 


Die) = Ve. 


Comme, @(2) est congru à zéro suivant le systeme de modules [Æ(2), #1] 
nous avons manifestement l'équivalence 


es, AO M Vs Ira]. 


k=1 


D'autre part, si nous composons les deux systèmes 


y—1 


[F(z), ¥, TV,(2)] et [F@), v, PO) 


il vient 


y—1 


[F(2, %, UP), % V,(2)] 


»—1 y—1 


~ (F(z), #, F(z) MV, (2), v AT, (2), F(z)V, 


—~ 


2), VV,(z), VF(z), d(z)] 


ou, comme 


(Ve Ve) ^ I (i, 4£—1,2,..., 95; ih 


FIGE), s Va] - LP), % oa) 





(') Cette dernière partie de la démonstration a été donnée par M. Kronecker dans 
+ 


son Cours de 1883. 


- 


-I 


Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 


Ainsi nous avons démontré l'équivalence 


y—1 


Lr (2); w]-- pr), UNE), v; v, 


en isolant, en quelque sorte, le facteur V,(z) des autres facteurs irré- 
ductibles de ®(2). 
Nous obtenons de méme 


y—]1 


LG). #, IE GJ] - UG); % Inte), % Vall 


en isolant le facteur V, ,(2), et en répétant la méme opération » fois, 


nous avons enfin 


[Fe), v] IE CF), v, V.()]. 


Formons maintenant le plus grand commun diviseur, suivant le module 
4", des deux fonctions 7(z) et V,(z).. D'aprés ce que nous avons montré 
dans le paragraphe précédent nous aurons à la fois, en désignant par 
D,(z) ce plus grand commun diviseur, les trois congruences, : 


D,(z)= 0: [modd F(2); V,(2), V] 


À 


V,(z)= 0 [modd V, D, (2)] 
F(2)=o [medd V, D,(z)] 
d'ou il résulte que l'équivalence 
L^, Dia] DP(2), Vile), ] 
est vérifiée. Mais nous venons de voir que 
[F(2), I~ De), Vie), 9]; 
done nous avons démontré léquivalence 


[Ee il H [ 4, D,(z)]- 
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Les fonctions entières D,(z) sont premieres entre elles; car si D,(2) et 
D,(z) avaient un diviseur commun, il en serait de méme de V,(z) et 
V,(z) contrairement à l'hypothèse. En effectuant la composition indiquée 
dans le terme de droite de l’&quivalence précédente, et en tenant compte 
de la relation 


[.Di(2), D,(2)] ET (6x1, 8, ASE) 
nous avons successivement 
[7, D, (2)][ V, D,(2)] IN VD, (2), VD,(2), D, (2) D,(2)] ~ UV; D, (2)D.(2)] 


U^, D (DLR, Di] - UP, 0D.) D), VD, (3), D. (2) D. (2) D.(2)] 
^r, D, G) D, (2) D,(2)] 


CE, u D,(z)] V, DIT, VIED, (2), V D,(z), ILD,(2)] ~ Ka IL D (2) 
ce qui nous donne 
Ir, 2.0 - U^ HG) 
‘et, par ‚suite, 
E IL 2, (2) = [F(2), V]. 


Nous avons ainsi trouvé la décomposition du systéme donne [7(z), 4]. 
Il est facile d'en déduire celle de la fonction 7(2) dans le domaine général 
de rationalité considéré. En effet, de l'équivalence précédente nous dédui- 
sons la congruence 


F(z) =o [modd V, Il D,(2)] 
ou encore légalité 


F(z) = Pv + Q(2) H D). 


Mais FR, 9", ..., KR”) =o caractérise notre domaine général de 
rationalité. Nous avons done, dans ce domaine, 
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y 


neo 0 : 
F(z) = Q(z) II D,(z). 
D'autre part, le produit II D, est congru à zéro suivant le systéme de 
k=1 E 
modules [7(2), 7]; comme ^ = o, il en résulte l'égalité 
.- 


I Die) = q(2yF(e). 


k=1 


Ainsi Q(z)g(z) = 1; Q(z) et q(z) sont done indépendants de z, et comme 
le coefficient de la plus haute puissance de z, dans /(z), est suppose 
égal à l'unité, Q = 1. Chacune des fonctions D,(z) est d'ailleurs irrédue- 
tible dans le domaine considéré; en effet si nous avions 


D,(z) = mK(z)&(z) (mod v) 
comme 
V,(z) =o [modd V, D,(z)] 
il en résulterait 
V,.(2) = &(z)m(z)&(z) (mod V) 


et la fonction V,(z) serait elle-méme réductible, contrairement à l'hypothése. 
Le probléme proposé est ainsi résolu sans lemploi des nombres et 


fonctions aleébriques. 





CHATITRE IV. 


Décomposition des systémes de diviseurs. 


im 


uy. 


Cas particulier de deux variables. 


1. Nous venons de voir comment, dans un cas trés-particulier, on 
peut décomposer les systémes de diviseurs en systemes plus simples. Nous 
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allons maintenant chercher à étudier la décomposition des systemes de 
diviseurs dans le cas général. A cet effet, et pour nous rendre compte 
de la méthode à suivre, nous commencerons par considérer le cas le plus 
simple, celui d'un systéme de deux fonctions de deux variables. 

Soient done Z7'(r, y) et G(x, y) deux fonctions entieres des variables 
x et y dont les coefficients fassent “partie d’un domaine de rationalité 
RW, ..., RY). Si La, y) et G(r, y) ont un diviseur commun H(x, y) 
et si Pr, y) = Ae, y)OÓ(wm, y); Ge, y) — He, y) tz, 4) us 
pouvons remplacer le système [/'(r, y), G(x, y)] par le produit équivalent 
H(x, y)[ P(x, y), W(x, y)] Nous savons former le plus grand commun 
diviseur de deux fonctions entières; si done H(x, y) désigne le plus grand 
commun diviseur des deux fonctions /'(7, y) et G(x, y), il ne nous reste 
plus qu'à décomposer un système dont les deux éléments n'ont aucun. 
diviseur commun. 

Remarquons que les systèmes (£, 7) communs à Fr, y) =O et 
G (xr, y) — o, sont d'abord ceux pour lesquels la fonction H(r, y) sannule; 
ils forment une variété d'ordre un; ce sont ensuite ceux qui annulent à 
la fois (x, y) et V(x, y); ils sont isolés. En déterminant le facteur 
H(x, y) du système [Z7(e, y), G(r, y)] nous avons donc déterminé la 
-variété d'ordre un, commune aux deux fonctions (x, y) et G(x, y) 
égalées à zéro; pour parvenir à une nouvelle décomposition du systeme 
considéré, il est done naturel de commencer par chercher les systemes 
isolés (€, y) communs aux deux fonctions P(x, y) et V(x, y) égalées a 
zéro. Je montrerai à la fin de ce paragraphe qu'en trouvant ces systemes 
isolés on obtient vraiment une décomposition du système [ (xr, y), U(x, y)] 
en systemes plus simples. 

La premiére partie de cette recherche n'est pas nouvelle. Mais il 
me semble nécessaire de la donner ici en insistant sur les points suscep- 
tibles de généralisation afin de bien faire comprendre sur quoi repose la 
solution du probléme dans le cas général que j'exposerai plus loin. Comme 
c'est ce cas général qui est l'objet de nos recherches, je laisserai, à dessein, 
de cóté, tout ce qui ne sy rapporte pas directement. 

Pour trouver les solutions communes aux deux équations P(r, y) — 0,. 
f(x, y) = o nous chercherons à transformer le systeme (9 = o, "= o) 
en un système entierement équivalent ne contenant qu'une seule équation. 
S'il est possible d'effectuer cette transformation, le probléme ne présentera 
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plus aucune difficulté, à condition que nous supposions connu le théorème 
de Gauss sur la séparation des racines d'une équation algébrique. 

Le probléme ainsi posé, on est directement amené à reprendre les 
recherches que j'ai exposées, dans le chapitre premier de ce Mémoire, sur 
le résultant de deux fonctions entières. Comme, pour des valeurs in- 
déterminées de y, P(x, y) et V'(r, y) n’ont pas de diviseur commun, on 
sait que l'on peut trouver des fonctions entières de x ct de y, 4, et V^, 
vérifiant l'égalité 


de, y) V, (v, y) + Vv, y)0, (v, y) = Ry), 


dans laquelle le résultant R,(y) est une fonction entière de y qui n'a aucun 
diviseur commun avec 4, et 7, et qui n'est pas identiquement nul en y. 

Lorsque les coefficients des plus hautes puissances de x, dans @ et 
V' ne dépendent pas de y, jai démontré que légalité R,(y) = o est la 
condition nécessaire et suffisante pour que les deux fonctions @ et 4 
aient un diviseur commun en x. Il n'en est pas de méme lorsque, dans 
® ou W, le coefficient de la plus haute puissance de x dépend de y; en 
effet, pour des valeurs particulières données à y, le degré de 9x, y) par 
exemple, par rapport à x, peut alors s'abaisser d'une unité; si donc 
R,(y) = o, c'est à dire, si 


(x), (x) + (7), (0) — 0 


Li 
on ne peut plus, en supposant l'existence des racines, conclure immédiate- 
ment que (xr) et W'(x) ont un diviseur commun; car la relation 


(x) =o [mod ¥(2)] 


qui était impossible dans le cas ou le coefficient de la plus haute puis- 
sance de x, dans Y'(x) ne dépendait pas de y, est possible maintenant. 
Ainsi pour pouvoir appliquer à des fonctions de deux variables le 
théoréme fondamental sur leur résultant, il nous faut tout d'abord trans- 
former ces fonctions en d'autres qui leur soient équivalentes et dont le 
degré par rapport à chacune des variables soit égal à la dimension. 
Une simple transformation linéaire nous fournit ce résultat. Soit A 
la dimension de (x, y) et y celle de V'(r, y). Désignons par ¢,(x, y) 
l'ensemble des termes de d(r, y) qui sont de dimension A, et par 
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d.(x, y) l'ensemble des termes de V'(r, y) qui sont de dimension p. $i 
nous posons 


x = ax + py 
y = 4x + 0, 


comme une substitution linéaire des variables ne change pas la dimension 
d'une fonction de ces variables, les termes de plus haute dimension en 
x et y' seront, aprés la substitution, 


e,(ax' + py’, rx’ + dy’) = eva; 7) 2 + (Pf, dy? +... 
et 


dax + By, 7x’ + y) = dla, Na" + (S Ay" +... 


ll suffit done de choisir les systèmes de nombres (a, y) et (3, 0) tels que 
€, et 4, soient différents de zéro lorsqu'on y remplace (x, y) par l'un et 
l'autre de ces systèmes, pour avoir transformé P(x, y) et Vl'(r, y) en deux 
fonctions de +’ et de y’ dont le degré par rapport à chacune des variables 
est respectivement égal à A et à pw. Ces fonctions égalées à zéro sont 
entiérement équivalentes à d(r, y) = o, (x, y) = o. Ce n'est done pas 
une restriction que de supposer que M(x, y) et (x, y) sont déjà les 
fonctions transformées. Dans cette hypothese nous pouvons appliquer le 
théorème fondamental sur le résultant de deux fonctions entieres. 

Formons d'abord le résultant, par rapport à x, des deux fonctions 
D(x, y) et W(x, y); soit 


R,(y) = Wy — y) 
ce résultant. Les deux fonctions de #, 


i (a , YU) , (a, Yi) ) 


ont, d'aprés ce que nous avons démontré, un diviseur commun; il y aura 
done sûrement pour y — y,, une valeur de x, x = £, pour laquelle les 
deux fonctions P(r, y) et V'(r, y) sannuleront simultanément.  Inverse- 


ment, si pour une valeur particulière de y, y = 7, on peut trouver une 
valeur de z, x = £, telle que les deux egalites 


9(8, 7) = o, FE, 7) — 0 
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soient vérifiées simultanément, @(x, y) et WV(r, y) ont, pour y — x, un 
diviseur commun; le résultant de ces deux fonctions, par rapport à 2, 
R,(y), sannule done pour y = y, ce qui montre que 7 est nécessairement 
, Y , EL A yr GR hk 
égale à l'une des racines y, de l'équation Zi (y) = o. 

Formons ensuite le résultant, par rapport à y, des deux fonctions 
P(x, y) et W(x, y); soit 

R(x) = IT (x — x) 


(5 
ce résultant. Comme R,(x) = o est la condition nécessaire et suffisante 
pour que (x, y) et (x, y), considérées comme des fonctions de y, 
aient un diviseur commun, il y aura stirement, pour © = r,, une valeur 
de y, y — x, pour laquelle $(r,, y) et WV(rx,, y) s'annuleront simultané- 
ment; et si pour xz = & on peut trouver une valeur de y, y = y, telle 





que les deux égalites 
Oley a) 0e, WE, 9) = 0 


soient vérifiées simultanément, € sera nécessairement égale à l'une des 
racines x, de l'équation R,(x) = o. 

.Le théoréme fondamental sur le résultant de deux fonctions entieres, 
appliqué aux deux fonctions P(x, y) et V(r, y) nous montre done que 
les systemes (€, 7) pour lesquels on a simultanément 


OES 7) — 0, - ete (a 7)-== 0 


sont tous compris parmi ceux que l'on peut former à l'aide des racines 
des deux équations 
al) ecco eri TE on 


Mais nous ne voyons pas encore comment se groupent les racines de ces 
deux équations, pour former les systèmes (5, 7). C'est pourquoi nous 
introduisons dans nos recherches une quantité indéterminée u. 

Posons s 


E 


2=ur+y 
ou encore, pour conserver la symétrie entre x et y 


g — UT + vy; DENT 


84 J. Molk. 
et 

D(x, 2— ux) = plz, 2, u) 

V(r, z — ux) = (x, 2, u). 
Dans les deux fonctions de x et de z, ¢ et @, le coefficient de la plus 

. , f ^ , , 
haute puissance de z, ne dépend, comme dans ® et #', que des éléments 
du domaine de rationalité, et le coefficient de la plus haute puissance 
de x que de ces mémes éléments et de lindéterminée w; ils ne peuvent 
done jamais sannuler pour des valeurs particulières données aux variables 
x ou z, ce qui nous permet d’appliquer au systeme 
(re, 0) 1, d(x, 2, w)—0 

le méme raisonnement que tout à lheure. Formons donc le résultant, 


par rapport à x des deux fonctions ¢ et ¢, et désignons par 


R(z, v) — cll(s— 0) 


X (k) 


ce résultant, divisé, sil y a lieu, par une fonction entiere de w, afin que 
le coefficient de la plus haute puissance de z ne dépende plus que des 
éléments du domaine de rationalité. Nous pouvons alors toujours dé- 
terminer une valeur de z, x = £, telle que 


p(E, &) =o et PF, à) =o. 


Comme inversement, toutes les valeurs de z pour lesquelles ç et & 
sannulent simultanément, sont racines de l'équation R(z) = o, nous 
voyons également que 


jp zm o & Ve JE gp em 
représentent tows les systèmes vérifiant les deux équations 
g(x, ur +vy) =o et (x, ux + vy) — o 


ou encore que 


q.— 6€ eb y=—=G—uUe 
représentent tous les systèmes vérifiant les ‘deux équations 


2, Yy=o et Vasa) — 0. 
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Mais nous avons vu tout à lheure que tous ces systémes sont compris 
parmi les combinaisons des racines &, et 7, de R,(x) = o et de R,(y) — o. 
Done 

= § et GW = 7% 
c'est à dire ; 


Ainsi chaque racine du résultant R(z) égalé à zéro est une fonction 
linéaire et homogéne des racines des résultants des deux fonctions con- 
sidérées, par rapport à æ et à y, et nous pouvons écrire 


* 
L'équation R(z) = o est entièrement équivalente au systeme 


[0(65:9) = 05 V (s, y) = o] 


car à tout systeme vérifiant simultanément les deux équations  — o et 
Y — o correspond une racine de l'équation R(z) = o, et inversement a 
toute racine w& + vy, de l'équation R(z) = o, correspond un systeme 
(&, %) tel que 

Uem oen Merz, © 
C'est pourquoi nous dirons que R(z) — o est l'équation résolvante et R(z) 
le résolvant du système [O(x, y), V(x, y)]. 


Comme 


R(z) = II (z — ug, — vg) = II [u(x — à) + «(y — 9] 


(k) 
il suffit, pour obtenir les systemes cherchés (£, x,) de décomposer la 
fonction homogène de w et de v, R(wx + vy) en ses facteurs linéaires, 
ule — &) + »(y — 7). 


Chacun de ces facteurs linéaires, égalé à zéro, nous donne un des systemes 
cherchés; car u étant indéterminée, de l'égalité 


uw — &) + v(y—3) = © 


on déduit 
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La différence essentielle entre Z et la fonction V de GaLois consiste 
en ce que dans A, w désigne une indéterminée, tandis que dans V, u et 
v sont remplacés par des nombres entiers. Cette difference est tres- 
importante, comme nous nous en apercevrons peu à peu dans la suite de 
nos recherches. 

Dés maintenant nous voyons que la méthode précédente a lavantage 
de nous donner simultanément les deux elements £, 7 d'un même système, 
et cest à l'emploi de l'indéterminée « que nous devons ce résultat. 

Potsson fait déjà usage des indéterminées et obtient le méme résultat; 
mais là s'arrête lanalogie de sa méthode et de celle de M. Kronecker. 
Il me semble que Porssow considère les indéterminées plutôt comme des 
auxiliaires commodes pour le calcul, tandis que M. Kronecker s'en sert 
surtout pour pénétrer plus avant” dans la nature des systèmes vérifiant 
les équations données. Déja la recherche sur la décomposition des systèmes 
que nous allons aborder à l'instant, indiquera clairement l'importance 
théorique des indéterminées en Algebre. 

L'équivalence 


Co, y) o, ¥(@, à = o] ^- [R() = 9] 


suppose expressément w indéterminée. Mais si, faisant pour un instant 
abstraction de cette équivalence, nous nous proposons simplement de 
trouver les systèmes (€, 7) vérifiant à la fois les deux équations 


O(G 04) io et FE) qo 


‘ 
il nous suffira de remplacer « et v par des quantités variables, et alors 
nous pourrons toujours, comme nous l'avons fait voir dans le second 
chapitre de ce Mémoire, donner à ces variables des valeurs a et b, telles 
que & et z soient fonctions rationnelles de a& + by. A la recherche des 
deux genres & et 7 est alors substituée, comme chez Garors, celle du 
genre unique qui les contient tous deux. Nous rencontrons ici le genre 
de la méthode qui permet de donner une figuration bien simple d'un 
systéme d'équations à un nombre quelconque d'inconnues. 

2. Nous venons de parler de l’équivalence des systémes d'équations 
[0(r, y) = o, V(v, y) =o] et [R(z) = 0], équivalence qui est le théorème 
fondamental de la théorie de l'élimination, dans le cas de deux fonctions 
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de deux variables. Il nous faut maintenant rechercher si à cette équi- 
valence correspond une équivalence entre le systéme 


[4 (x, y); Ur, 9)» 


qui est à proprement parler l'objet de nos recherches, et son resolvant 
R(ux + vy), et si cette équivalence répond à la définition: algébrique que 
jai donnée dans le chapitre précédent, où deux systèmes étaient dits 
équivalents lorsque chaeun d'eux contenait l'autre dans le sens plus général 
de contenant et de contenu introduit en Algebre par M. Kronecker. 

Comme l'équation. R(ux + vy) =o west la résolvante du systeme 
donné que si w est indéterminée, elle représente non pas une équation 
entre x et y, mais plusieurs. Si, en effet, 


m 


R(ux + y) = 2 r(x, yu 
— 0 
nous aurons à la fois, précisément parce que # est indéterminée, 
ri suc (quere a e ddl ro 


et le nombre: de ces équations peut être fort grand. C’est ce système 
d'équations qui, en réalité, est équivalent au systéme 


[9(r, y) — o, Ur, y) = o]; 


nous l'avons seulement condensé en une seule équation, à l'aide de l'in- 
déterminée w, afin d'obtenir simultanément les valeurs correspondantes & 
et 7; mais dans des recherches d’équivalences il nous faut revenir aux 
équations qui lient les variables z et y indépendamment de l'indéterminée 


4; nous comparerons done les deux systémes 


Cor, 9); Me, 9) et [role 9)» ne, Wy ss m. 


Le résultant R(z) est une fonction linéaire et homogene des deux 
fonctions e(r, 2) et c(t, z), c'est à dire des deux fonctions M(x, y) et 
V(x, y) et les coefficients de cette fonction linéaire et homogene sont des 
fonctions entiéres de x et de z. Ils sont seulement rationnels en w; mais 
aprés avoir multiplié par une fonction entière convenable de x, l'expression 
R(z) et la fonction linéaire et homogène qui la représente, on peut com- 
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parer les coefficients des puissances correspondantes de w; on obtient alors, 
pour 4 — 0; 1, 2, “aan, 


r,(t, y) =o [modd O(a, y), V(x, y)] 


ce qui démontre la congruence 


[r(z, 9), it, 9), -.., v. (v, y)] 5:0 [modd O(a, y), V(x, y)]: 


Ainsi le systéme donné est contenu dans le systéme des coefficients 
du résolvant. Il s'agit maintenant de vérifier si, inversement, le systeme 
des coefficients du résolvant est contenu dans le systeme donné. 

Une restriction est ici nécessaire. Nous savons que la fonction 
(x, y) sannule pour les systémes (£, 7) vérifiant simultanément les 
équations (7, y) = 0,:n(&, y) 220, -.., r,(&, y) — o. Ce que none 
voulons démontrer revient done à généraliser la proposition élémentaire 
qu'une fonction (x) qui s'annule pour toutes les racines d'une équation 
r(r)-— o, est divisible par r(r). Mais cette proposition élémentaire 
suppose déjà que toutes les racines de l'équation r(r) =o soient inégales; 
il est donc naturel de faire la méme restriction dans le cas des fonctions 
de deux variables et de supposer que tous les systémes (£, 7) soient 
inégaux, c'est à dire que l'équation résolvante R(z) — o wait point de 
racines multiples. 

C'est seulement sous cette hypothése que je résoudrai complétement 
le probléme proposé. Elle revient à supposer l'inégalité 


ILA(&, 7) ZO, 

ou A(a, y) désigne le déterminant fonctionnel des deux fonctions (x, y) 
et V(r, y), et ou le produit est étendu à tous les systèmes (£, 7) com- 
muns à ces deux fonctions; mais comme dans ce qui va suivre je ne fais 
pas usage de ce théorème, j'en renverrai:la démonstration à une autre 
occasion. 

Je démontrerai, par contre, par une méthode qui sera applicable a 
un systéme de fonctions contenant un nombre quelconque de variables, 
que toutes les fonctions 


Ty (2; y), 1 (a, y); e) vals; y) 
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n'ont pas de diviseur commun. Je formerai, à cet effet, les deux ex- 
pressions 
m m 


A y) = Zr, y)U, et Kle,y) = rule, y)V, 


T T 


ou U,, U; ..., U, et V,, Vi, ..., V, sont de nouvelles indéterminées 
et je montrerai d'abord que de l'hypothése que nous venons de faire on 
déduit l'inégalité 


I T (Em) 20 


(i) 


ou /(r, y) désigne le déterminant fonctionnel des deux fonctions (x, y) 
et K(r, y) et où le produit est étendu à toutes les racines du résolvant 
R(z) égalé à zero. 


Dans ce but, il suffit de remarquer qu'en désignant par u et u, 


deux indéterminées différentes, les fonctions 


HG, y= Yn, JU, et K(x, y) = X n(v, y)V, 


(A) 


se transforment en 


Rlux + y) = Enix, y)u* et Rx +y) = > r.(2, Yur 


(A) 
par une substitution qui spécialise les indéterminées U et V. 


Si done le déterminant fonctionnel 
DZH(x; y),» D,H(v, y) 
D.K(r, y), D,K(«, y) 


était nul, pour un des systèmes (5, 7) considérés, il faudrait que pour ce 
méme systéme, le déterminant 


D,R(ux +y), D,R(ux + y) 
D,RQux + y), D,R(wv + y) 
fût également nul. Mais, si 4 = v + y, 
D,R(ur + y) =uD,R(z2); D,R(ur + y) = D.R(z) 
D, R (uv + y) = wD,R(2); D,R(uv + y) = D, R(2z). 
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Nous aurions done aussi l'égalité 


(u — uj) D, R(z) D, R(z,) = o 

c'est à dire, ou bien D, R(z) = o, ou bien D,R(z,) = o, pour un systeme 
(£, 7) qui annule le résolvant f(z) et pour lequel nous avons à la fois 
(ur + y) =o et R(u,x + y) =o. Ce résultat est contraire à l'hypothése 
d'après laquelle R(z) n'a point de facteurs multiples. Il est done impos- 
sible que le produit 

II 7(E, 7) 

© \Si 3 ji) 
soit nul. 

Mais alors il est également impossible que toutes les fonctions 
(2, ¥), als 9), ses Im(&, y) sient un diviseur commun; car sy elles 
avaient un diviseur commun P(x, y), P(x, y) serait aussi diviseur de 
I(x, y) et de K(x, y); les deux fonctions H(x, y) et A(x, y) s’annuleraient 
done pour lun des systèmes (f, 7), et nous aurions pour ce système 


IE, 4) — o 


contrairement à ce que je viens de démontrer. 
D'autre part, comme par hypothése le résolvant R(z) n'a pas de 
facteurs multiples et que D,R(ur + y) = wD.R(z), les deux fonctions 


Zrifx, y)w* et 2 D,nr, y)u* 
CE 


0») 


n'ont pas de diviseur commun, pour des valeurs indéterminées de y. On 
volt done que A(r, y) et sa dérivée par rapport à x ne peuvent avoir 
de diviseur commun tant que y reste indéterminée. 

Ainsi de l'hypothèse que R(z) n'a pas de facteurs multiples, résultent 
les deux équivalences 


[H(x, y), K(r, y)] ^ 1 


[X (x, y), DK (x, yeux 


relativement à x, pour y indéterminée. 
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Ceci posé, je vais chercher a vérifier la congruence 
OW i=. modd ry Wi fub, M), ss FU, y). 


A cet effet il est nécessaire de déterminer des multiplicateurs q,(r, jy), 
die, y), +++, Qu, y), fonctions entières de x et de y, et tels que P(x, y) 


soit égal à 
QT; Y)To(£5 y) AR qi, y)ry (x, y) ap eho ae Im CR yr. (m, y). 


Ce probléme serait résolu si nous pouvions déterminer des fonctions entières 
de x et de y, ax, y) et B(x, y) telles que 


Dr, y) — ars y) Hürs y) + Ar; KC, |) 


c'est à dire, si nous pouvions déterminer une seule fonction entière de x 
et de y, a(x, y), telle que 


O(c, y) = ax, y) H(v, y) [mod K(x, y)]. 


La formule de LAGRANGE nous donne immédiatement une fonction ration- 
nelle de x et de y, entiere en x, 


CIE > Pix, y) Kv, v) I 
ae, y) = H(vi;, y) x — ai D, K(x, y)», 


(i) 





vérifiant cette congruence; la somme est étendue à toutes les racines 7, 
du polynôme A(x, y) considéré comme une fonction de : seulement et 
évalé à zéro. ‘Si la fonction rationnelle a(c, y) est aussi entière en y, le 
probléme est résolu; il s'agit done simplement de voir quand cette ex- 
pression se présente sous une forme illusoire. Dans ce but nous re- 
chercherons les valeurs des variables qui annulent son dénominateur. 

Et d'abord les deux dernières équivalences nous montrent que pour 
y indéterminée, H(x,, y) et D, K(r, y), ,, sont nécessairement différents 
de zéro. 

De plus, si nous donnons à y, une valeur y, indépendante des in- 
déterminées U et V, et telle que H(x,, y,) soit nulle, nous aurons à la fois 


Hit...) =O etl Kia, ys) 0+ 
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Mais alors le système (x,, y,) annule simultanément toutes les fonctions 
rt, y), (h— 0, 1, ..., m); il est donc identique à l'un des systèmes 
(£, 7) considérés, et comme pour chacun de ces systémes on a (5, 7) = o, 
notre expression se présente sous une forme indéterminée. En tenant 
compte de l'égalité K(r,, y) = o, on trouve facilement, par le procédé 
bien connu de différentiation du numérateur et du dénominateur, la vraie 
d£, Mi) 


valeur de la fraction Te, 
H(:;, Hi) 


Elle est égale a 


D, (x, y) D; K(x, y) — D,0(x, y) D, K(x, 4) 
_D,H(x, y) D; K(r, y) — D; H(e, y) D, K(z, y) ms : 


E 
i 





Le dénominateur est égal, au signe pres, à /(£, 7); il est done différent 
de zéro et la vraie valeur de la fraction 


(5, m) 
H(&, v) 
est finie et déterminée. 


Si done, en s'annulant, la fonction de y, 


a pat — I zr, y) 
rend illusoire l'expression du multiplicateur (x, y) donnée par la formule 
de LAGRANGE, ce ne peut étre que pour des valeurs de y qui dépendent 
des indéterminées U et V. En d'autres termes, si nous déterminons le 
plus grand commun diviseur A(y) des coefficients de la fonction T(y, U, V) 
ordonnée par rapport aux indéterminées U*et V, ct que nous mettions 
T(y, U, V) sous la forme 


T(y, U, V) = A(y) E(y, U, V) 


1 


les racines de l'équation A(y) =o ne rendront pas infinie l'expression 
trouvée pour a(zr, y). 

Je rappelle qu'on entend par forme primitive d'un nombre quelconque 
d'indéterminées, une fonction entière de ces indéterminées dont les coeffi- 
cients n'ont aucun diviseur commun. E,(y, U, V) est done une forme 
primitive des indéterminées U et V. 
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Il serait possible que pour une valeur déterminée de y, indépendante 
des indéterminées U et V, y — y,, la fonction K(r, y) et sa dérivée par 
rapport à rz, aient un diviseur commun. L’expression trouvée pour a(x, y) 
se presenterait alors, pour y = y,, sous une forme illusoire. Mais je vais 
montrer que si W désigne une indéterminée, il est impossible que la 
fonction 


K(x, y) + WH(x, y) 


et sa dérivée par rapport à x, aient un diviseur commun. 

Et d'abord les deux fonctions de x, H(r,y,) et K(x, y,) ne peuvent 
avoir de diviseur commun. En effet, si la fonction P(#, y,) divisait à la 
fois H(r, y,) et K(v, y,) elle diviserait aussi /(r, y,). Mais alors en 
déterminant « 


, par l'égalité P(x,, y,) = o, nous aurions à la fois 


H(v,, 9) — 9o, K(@,, y,) = o, I(x,, 4) =0 


ce qui est impossible, puisque des deux premicres de ces égalités nous 
pouvons conclure que le systeme (x, y,) est égal à l'un des systèmes 
($, 7), à condition toutefois que nous ne considérions que des valeurs y, 
indépendantes des indéterminées U ét V. 

Ceci posé, supposons que la fonction K(x, y,) + WHlx, y,) et sa 
dérivée par rapport à x aient un diviseur commun, L(x, y,, W). Des 
deux égalités 


ary) =a Hostes, dug WA) M (oso yo WW) 
et j : 
D, K(r, y) + WD,H(v, ÿ) = La, y, W)N(e, y, W) 


on déduit immédiatement la relation 


K(x, y) D, H(v, y) — H(v, y) D, K(v, yj) 
— Lie, y, WyLM(xy. W)D.H(x, 94)—N(x, yy, W)D, K(v;.9)] 


dans laquelle la quantité entre parenthéses est différente de zéro. En 
effet, dans le cas contraire le terme de gauche serait égal à zéro, donc 
les deux fonctions de x, H(x, y,) et K(x, y,), auraient un diviseur com- 
mun, contrairement à ce que nous venons de démontrer. Mais alors, nous 
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pouvons déduire de l'égalité précédente que la fonction L(r, y, W) est 
nécessairement contenue dans l'expression 


Kg, 453) D, H(x, I) = H(x, y) D, K(x, 4i); 


elle est, par suite, indépendante de Vindéterminée Wy; done, comme 
K + WH — L.M, elle est contenue à la fois dans H(x, y,) et dans 
K(x, y,). Mais nous avons vu plus haut que ces deux fonctions n'ont 
pas de diviseur commun; done la fonction Kr, y,) + WH(x, y,) et sa 
dérivée, par rapport à z, sont premières entre clles. 

En appliquant aux deux fonctions de x, 


K(x, y) + WH(a, y) et D, K(r, y) + WD,H(r, y) 


le théoréme fondamental sur le résultant de deux fonctions entieres, on 
voit maintenant qu'il est possible de déterminer une constante C, telle 
que la fonction 


K(x, y,) + CH(x, 9) 


n'ait également aucun diviseur commun avec sa dérivée par rapport à x, 
D'ailleurs les deux systemes 


[H(x, y), K(x, y)] et [H(v, y), K(x, -y) + CH(x, y) 


sont entierement équivalents. 

Ainsi, apres avoir transformé, si cela est nécessaire, le systéme proposé 

3 ’ , 
en un systéme équivalent convenable, en désignant encore par H(x, y) et 
K(x, y) les deux éléments de ce systeme, et par y, une valeur déterminée 
KT, y ? 1 

indépendante des indeterminees U ct V, nous ne pouvons avoir simultane- 
ment les deux équations 


K(r,,) = 0. et. D,K(v; yi) su, — 0- 


Comme la premiére de ces égalités est vérifiée, quelle que soit y, la 
seconde ne l'est jamais. En d'autres termes, le produit 
II D, K(v, y). = Ty, U; V) 


est une forme primitive des indéterminées U et V. 
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En multipliant la fonction entière de x, a(r, y) par le produit 
Jy, U, V) des deux formes primitives E,(y, U, V)'et Ty, U,. V), 
nous obtenons donc une fonction entiére de x et de y. Comme le produit 
de deux formes primitives est lui-méme une forme primitive, la forme 
E(y, U, V) est primitive. 

Nous avons jusqu'ici, à l'aide de la formule de Lacranan, déterminé 
a(r, y) de manière que la fonction entière de x et de y ainsi que des 
indéterminées U et J” 


E(y)[0(v, y) — ax, „Hk, y)] 


soit. divisible par A(r, y), considérée comme une fonction de x seulement; 
le quotient 





25 _ E(y)[O(z, y) — ala, y) H(z, y)] 
Ps, y) K(x, y) 


est done une fonction enticre de x. Mais nous avons démontré que si 
le quotient de deux fonctions entieres de plusieurs variables 2, y, 2, ..., 
est une fonction entière de x et si la fonction diviseur ne contient pas 
un facteur indépendant de zr, ce méme quotient est fonction entiere de 
toutes les variables x, y, 2, .... La fonction entière A(x, y) ne contient 
manifestement aucun facteur indépendant de x; done f(x, y) est une fonc- 
tion enticre de x et de y, ainsi que des indéterminées U et J’, et nous 
pouvons écrire 


E(y)0(v, y) = [EY )a(e, yA, v) + BGrs v) Kv, y) 
les coefficients de Z(r, y) et de A(x, y) étant fonctions entiéres de x, 
de y et des indéterminées U et JV. 


Nous avons done démontré, non pas que la fonction d(r, y) contient 
le systeme de modules 


[H(s, y), K(u)-9)], 1 


mais seulement que le produit 
E(y) O(a, y) 


de la fonction ®(x, y) et d'une forme primitive E(y), contient ce système 
de modules. Mais comme dans la forme primitive E(y) ne parait qu'une 
variable y, tout est bien simple maintenant. 
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En ordonnant par rapport aux indéterminées U et J” les deux termes 
de l'égalité 


E(y) O(a, y) = E(y)a(v, y) H(x, y) + BO, y) K(v, y) 


et en comparant les coefficients, nous obtenons un systéme d’equations 


S^(y) O(@, y) = role, NSCs) + n Gs sns 9) Ho. Haws pst, 9) 


pour k=1; 2, 3, .... Comme la variable x ne parait pas dans la 
forme E(y), chacune des fonctions S°(y) ne contient qu'une seule variable; 
ces fonctions S(y) n'ont d'ailleurs pas de diviseur commun puisque la 
forme E(y) est primitive; nous pouvons donc déterminer des fonctions 
enticres à coefficients rationnels o,(y), telles que l'égalité 


25e, (y) S? (y) = 1 


(#) 


soit vérifiée. En multipliant chacune des équations précédentes par la 
fonction o,(y) correspondante et en ajoutant les différentes équations ainsi 
obtenues nous avons done enfin 


P(x, y 


== 


=. 0,[moddr, (25,9) i (Es. Jantes sr DIE: 
L'on obtient, tout à fait de méme, la seconde congruence 
V (25:9) 0. [modd re, 9); (Gs, MR Te => t (meule 
Mais alors on peut écrire 
[O(x, y), V(x, y)]= o. [medd r,(z, y); (2, 9); : 5 m DE 


Il suffit de joindre à ce résultat, celui que nous avons obtenu plus haut, 
pour avoir démontré l'équivalence 


(Okey), Fe, yb [nies y ne) r, (x, y)]. 


L'équivalence d'un systeme de deux fonctions de deux variables et: du 
système formé à l'aide des coefficients de son résolvant ordonné par rapport 
aux indéterminées qui y paraissent est donc bien de celles que nous avons 
définies dans le chapitre précédent. 


Sur la notion de la divisibilité et sur la théorie générale de l'élimination. 97 


Comme 


R(ur + y) = r ry (255 9)u* 


quelle que soit l'indéterminée w, nous pouvons en considérant successive- 
ment plusieurs indéterminées différentes #, w,, ..., représenter chacune 
des fonctions r,(x, y) par une fonction linéaire de R(ux+y), R(u,x 4- y), .... 
Il est bon de remarquer que les coefficients de ces fonctions R sont, en 
général, fonetions rationnelles des indéterminées w, w,, .... La fonction 
R(ux + y) prise un certain nombre de fois et pour des indéterminées 
différentes, et le système [r,(x, y), ri(zx, y), ..., r,(æ, y)) sont done équi- 
valents. C'est pourquoi nous pouvons dire que l'équivalence démontrée 


(O(a, 9), V (s, y) o n@; v) ne, y). versns v) 


indique aussi qu'à l'aide des indéterminées w, la fonction R(z) remplace 
entierement le système donné [®(x, y), V'(r, y)]. 

3. Il nous faut maintenant faire les mémes recherches dans le cas 
ou l'on nous donne non pas deux, mais un nombre quelconque de fonc- 
tions de deux variables. En introduisant la notion de systéme de divi- 
seurs j'ai déjà insistó sur ce que le nombre d'éléments de ces systemes 
ne jouait qu'un role secondaire dans l'étude de leurs propriétés. Pour 
légitimer cette remarque, j'ai de suite montré que l'on peut augmenter à 
volonté le nombre des éléments d'un systéme sans rien changer à sa 
signification. La méthode que je vais suivre pour transformer un systéme 
composé d'un nombre quelconque d'éléments et qui est toute semblable 
à celle que j'ai suivie lorsque le systéme n'était composé que de deux 
éléments seulement, vérifie entiérement cette remarque dans le cas de 
deux variables. 

Soient A,(x, y), Lx, y) ..., A,(, y), # fonctions entières de x et 
de y, que nous pouvons supposer sans diviseur commun dans le domaine 
de rationalité considéré, puisque nous connaissons une méthode pour dé- 
terminer le plus grand commun diviseur d'un nombre quelconque de 
fonctions entières dans un domaine général de rationalité. Nous cherchons 


s'il est possible de décomposer le système 


[PRC REY) er eC o rer ae d a] 


Acta mathematica. 6. Imprimé 28 Juin 1884. 13 
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en systèmes plus simples. Relions, à cet effet, les éléments A}, Ay, ..., A, 
Y: 


par deux systèmes d'indéterminées ^U,; (U,4 VU, et Vi, Va, ..-, Met 
formons le résolvant des:deux fonctions 


Etage, me Erin as 
i= i= 

ce résolvant sera fonction entière de z= wr + vy et des indéterminées 
U et V; désignons-le par 


S(z, U, V) 


et soit R(z) le plus grand commun diviseur des coefficients de S consi- 
ts 


dérée comme une fonction des indéterminées U et V seulement; nous 
pourrons alors écrire 


S(e, U, V) — R(z) E(e, U, V) 


et E(z, U, V) sera une forme primitive des indéterminées U et V. 

es vem supposons que pour un système (£, 7), les fonctions 
Aa, y), Ar, y), ..., A,(v, y) S'annulent simultanément; alors les deux 
sommes 


DO, Aye, 7) et > Vii 1; (E 5, 7) GANT) 


Q) G) 


seront également nulles, et nous aurons, par suite, d'aprés ce que nous 
avons démontré sur le résolvant de deux fonctions entiéres 


PS (ie oy ae ON | ue: 


Mais, pour une valeur de z indépendante des indéterminées U et V, la 
fonction S(z, U, V) ne peut s'annuler que si A(z) s'annule. Si done 
nous avons simultanément 


AE, 9) = 0, Al 


nous avons aussi 


Inversement, comme chaque racine €= u£ + ?z de l'équation Z(2) =o 
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vérifie l'équation S(z, U, V) — o, nous aurons à la fois, d'aprés ce que 


/ 


nous avons démontré sur le résolvant de deux fonctions entiéres, 


2 U,A(z, y) — o et ZE ViA(r, y) — 0 CEST) 
@) (i) 
our zr = € et y — y; mais de ces deux équations résultent immédiate- 
7 1 
ment les suivantes 


AE, 9) = 0} 46 7) = 05-5 AE 7) — o. 


Ainsi la fonction R(z) joue, dans le cas général que nous considérons, 
le méme rôle que le résolvant dans le cas particulier de deux fonctions 
entières seulement. C’est pourquoi nous dirons que F(z), le plus grand 
commun diviseur des coefficients de la forme S(z, U, V), est le résolvant 
du système 

pr vy Ws Ws Ark 


Nous allons montrer que tout systéme est équivalent à son résolvant. 
Et d'abord R(z) contient le système [A,(x, y), A(x, y), ..., A, (x, y)]. 
Nous obtenons, en effet, le résolvant S(z, U, V) des deux fonctions en- 
tieres 
> U, A(x, y) et > V,A,(x, y) (1, 2, ..., 2) 


@ 


en formant le résultant, par rapport a x, des deux fonctions 


> U;A,(x, z — ux) et = ViA(a, 2 — uz); G—1, 2 ... 1) 
(i) (i) 
il en résulte que S(z, U, V) est une fonction linéaire et homogene des 
deux fonctions entières de x, de y et des U, V, | 
ZE U,A(s, y) et ZV,A (le, y) Gn 
@ @® 
dont les coefficients sont également fonctions entières de x, de y et des 
U, V. En ordonnant S, ainsi que cette fonction linéaire et homogene, 
par rapport aux indéterminées U et V, et en comparant les coefficients 
correspondants, nous aurons done, si S“(z), (k — 1, 2, ..., z) sont les 
coefficients de la forme primitive E(z, U, V), une suite de congruences 


R(2)S®(2)=0 [modd A (v, y), A; y) >> Ans 9) 
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pour k = 1, 2, ..., 7. Comme les fonctions S“(z) n'ont pas de diviseur 
commun et sont fonctions d'une seule variable, nous déduisons facilement 
de cette suite de congruences, celle que nous voulons démontrer 


R(2)z0 [modd A,(z, y), A,(x,. 9), ---, A, y). 


Aprés avoir, dans les deux termes de l'égalité correspondante, chassé le 
denominateur qui est une fonction entière de w, il vient en comparant 
les coefficients des puissances correspondantes de w et en posant 


e 2m ", 2 y ul 1—0, 152, 1m 
R » ( [ i ( 2 ) 


f(x, y) =o [modd A(x; y), Ar, 9) ..., A,($, y)] «o2 m 


et, par suite, 


Me, y) mut. -W)s Tas y Tales wl 
[modd A,(z, y), A,(z, 9); =. Aula 9)]- 


Cette dernière vongruence ne contient plus aucune indéterminée. 

Si, comme toujours, nous supposons que les racines du résolvant 
R(z) ne soient pas multiples, chacun des éléments A,(x, y), ( — 1, 2, ..., p) 
contient également le système [r,(x, y), rx, y), ..., r,(x, y). Il suffit, 
pour s'en assurer, de démontrer que 4,(x, y) contient le systeme 


Q) 


Une, y), X Viro, y). (i0, 1, 2,2 m) 
8: ; 


Ici le raisonnement est identique à celui que nous avons fait pour dé- 
montrer la congruence 


Q(r, y) = o [modd H(x, y), K(z, y)]. 


A Jaide de la formule de LAGRANGE, on forme d'abord une fonction 
enticre E(y)a(r, y) vérifiant la congruence 


E(y)A(v, y)= E(y)a(x, ) U,r((x, y) (mod 2- Viro, y)l 


où E(y) désigne une forme primitive des indéterminées U et V, dont 
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les coefficients ne dépendent que d'une seule variable; puis on en déduit, 
comme tout à l'heure, la congruence que nous voulons démontrer 


Aj(z, y) zo [modd r,(x, y), n(v, y), ..:, r,(&, y)] 


pour NL, 2; 25. fe 
in joignant ce résultat à celui que nous avons obtenu à l'instant, 


nous pouvons écrire l'équivalence 


Les den Aus © (role, s eo ml, N) 


Cette équivalence indique aussi, qu'à l'aide des indéterminées w, la fonction 
R(z) remplace entiérement le système donné 


PAC) wale ler]: 


Comme deux systèmes équivalents à un méme troisième sont équi- 
valents, nous avons ainsi démontré le théorème fondamental: Tous les 
systèmes de fonctions entières de deux variables, ayant même resolvant, sont 
équivalents. 

Dans le chapitre précédent, ‘une des raisons données pour légitimer 
l'introduction des systémes de diviseurs en Algèbre, était que toute fonc- 
tion M(x, y) qui s'annule pour les systèmes de racines (€, 7) communs 
à plusieurs fonctions A,(r, y) (k= 1, 2,...) de deux variables, sans 
diviseur commun, est une fonction homogene et linéaire de .l,(r, y), 
Aa, y) ..., à coefficients fonctions entières de x et de y. Nous pouvons 
maintenant considérer ce théorème comme démontré. Il faut toutefois 
que le résolvant A(z) des fonctions A,(x, y) ne contienne pas de facteurs 
multiples; la démonstration de la congrüence 


My ss Or mmoddey (a AU, «s etos (Tn eu) 
de laquelle on déduit, d'aprés ce que nous venons de voir, 
M(x, y)= 6 [modd A,(®, y), .-., Au, 9)] 


repose, en effet, sur cette hypothèse. En cherchant à déterminer directe- 
ment deux fonctions entières a(x, y) et f(x, y), vérifiant l'égalité 


Mr — ax, y) EUA(r, y) + Bla, y) ViA (a, y) 
: 1) 1) 
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on voit cependant que, méme si les systèmes (£,, 7, sont multiples, on 
peut encore vérifier la congruence cherchée lorsque la fonction M(x, y) 
sannule pour chaque x — €, et y = z,; au moins autant de fois que le 
résolvant R(ux + vy). 

4.. Je dis enfin que la transformation du systeme 


Rey), 08202; 7 eee el 


/ 


en une seule fonction (2) contenant l'indéterminée 4, nous donne 
vraiment une décomposition, en systèmes plus simples, du système 
Aha, y), dar, y), «++, Aula, y)) dont les éléments n'ont aucun diviseur 
commun. 

Pour nous en assurer, décomposons dans uri domaine de rationalité 


que nous fixerons arbitrairement, le polynôme A(z) en deux facteurs 
F(z) et G(z) de sorte que 


et supposons que 


F(z) LEN DR f(x, y) ui (i=0, 1, 2, ..., m) 
(i) 2 

G(2) = ge, yu. (i0, 1, 2, «s n) 
(7) 


Si, à la décomposition de F(z) en deux facteurs, correspond vraiment 
une décomposition du système donné en deux systèmes plus simples, il faut 
que réciproquement en composant de nouveau ces deux systemes on obtienne 
un systéme équivalent au systéme donné. Or le produit de la composition 
des deux systèmes [{(x, y), f(x, y}, ++. f(x; y)] et [oo(, y). Gl, Y)s --- TU) 
est équivalent au système dont les éléments sont des produits de chaque 
élément du premier systéme par chaque élément du second, c'est à dire 


au systéme 
Ihe: Way) N Y), 1e m)ate (> Dei 


Les éléments de ce système composé ne peuvent être nuls simultanément 
que si, "ou bien il, we 9,1, 3) lo rte (y) cond OH then 
I(x, y) = o, MR, y) — 0, ..., g,(t, y) — 0, comme on s'en assure facile- 
ment; dans les deux cas les éléments de l'un des deux systémes composants 
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sont eux-mêmes nuls. Il est d'ailleurs manifeste que F(z) — o est l'équa- 
tionbrésolvante du systeme [7f,(7,5y) 0, fi(2,.9) = ©, ...5 f,(&, 9) = | 
et que G(z) — o est l'équation résolvante du systeme 


(ae, 9) =0, -.., 9s 9) =O}. 


Il faut done, ou bien que /(z) s'annule, ou bien que @(z) s'annule; R(z) 
n'ayant, par hypothèse, aucun facteur double, F(z) et G(z) sont premiers 
entre eux; il faut done de toute maniére que R(z) s'annule. 

Inversement, si pour z= C — w& +7, l'on a R(z) = o, il faut, ou 
bien que F(f) = o, ou bien que G(Z) = o; l'un des deux systèmes com- 
posants et, par suite, le systéme composé a donc tous ses éléments égaux 
à zero, pour yz — 6, y — 7. 

Ainsi R(z) est bien le résolvant du systéme composé, 


[files 9). file, ws s fale, Date, 9), nns mess us Wh 


Comme R(z) est aussi le résolvant du système donné 


Hétu) RET Rd ERROR 
nous avons démontré léquivalence 


Ifo( y ws Ary) ions falus visse v) Gils y). g(@ 9) 
MAC Ble Aa (Lys RN go D 


Done, à la décomposition de Z(z) en deux facteurs, correspond une dé- 
composition du systeme donné en deux systémes faciles à déterminer. 

Ce que nous venons de montrer pour deux facteurs est immédiatement 
étendu à un nombre quelconque de facteurs. Si donc, en adjoignant au 
domaine de rationalité les racines de l'équation résolvante Æ(2) = 0 nous 
décomposons le résolvant en ses facteurs linéaires, à chacun de ces facteurs 
linéaires correspond une partie du systéme 


[41 (659p (s Ya to; A, 5, 9)] 
à w(r— &) + v(y — x), par exemple, correspond l'élément 


(a yas 7)» 
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et nous pouvons écrire 


Ce résultat, qui est loin d'étre évident, est semblable à celui que M. Kno- 
NECKER a obtenu dans le paragraphe 20 de son grand mémoire, dans le 
cas général de # fonctions de n variables. Pour bien le mettre en 
évidence, je nommerai chacun des facteurs (x — &, y — xj) diviseur 
irréductible de rang deux du systéme donné; le mot irréductible se rap- 
portant au domaine de rationalité qui a été fixé. 

6. Il me reste à parler du cas ou le résolvant a des facteurs 
multiples. Alors encore, nous pouvons résoudre le probleme de l'élimina- 
tion et obtenir toutes les courbes et tous les points du plan qui vérifient 
le systéme considéré. Mais si des systemes d'équations nous passons aux 
systémes de fonctions nous rencontrons une équivalence d'une nature plus 
générale que celle dont nous avons parlé jusqu'ici. C'est le théorème 
fondamental, démontré à la page 71, qui nous indique la généralisation 
à effectuer. | 

En nous conformant aux notations de ce théorème, nous dirons, 
mais dans ce numéro seulement, que le systeme dont les éléments sont les 
coefficients de la forme 4, contient le systéme dont les éléments sont les 
coefficients fj, ..., fn, de la forme ç, ou encore que la forme 4 contient la 
forme c. La forme contenant est donc racine d'une équation d'un degré 
déterminé o; dans cette équation, le coefficient de la puissance (o—.k) est 
une fonction homogène, de dimension £4, des coefficients de la forme 
contenu, pour k = 1, 2, ..., p. Comme il est manifeste que, dans le 
théorème cité, la forme g contient. la forme 4, les deux formes ¢ et d, 
et, par suite, les systèmes de leurs coefficients sont encore dits équivalents. 
Cette équivalence comprend celle des numéros précédents, où p= 1. On 
voit de suite que 1° si a est équivalent à 5, b est aussi équivalent à a, 
et que 2° si a contient b, et si 0 contient c, a contient aussi c; done que 
3° si a est équivalent à D, et si b est équivalent à c, que a est aussi 
équivalent à e. On peut done opérer avec ces équivalences comme avec 
les précédentes. ; 


Ceci posé, je reprends les notations de ce chapitre et je suppose que 
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le résolvant A(z) contienne des facteurs multiples. Désignant par R} la 
dérivée de À, par rapport à z, je pose 

T NON AC my a Dy (RE Ri); re 


il vient alors 


m y 
R(2) = li ric 9)ub — II R,(2) 
= m 
» indiquant l'ordre de multiplicité le plus élevé qui paraisse dans les 
facteurs linéaires de Z(z) Chacune des fonctions R,(z) = LrO(r, y)ui 
= y, 
ne contiendra plus de facteurs linéaires multiples. Il en résulte, d’après 
les théorémes démontrés dans les numéros précédents, les congruences 


: ; BD 
A, = o (modd v, 79, ...); PLUS 
donc aussi 
i 
= i) Q0) \ 121,2, ..., 2) 
Aj = o [modd IH (ri iut sss <a): i 


Mais, d'autre part, dans le sens général donné maintenant à l'équivalence, 


mj* 


A, est équivalent à A, et T(r, He a.) eSt Equivalent, à: (1o, 0,5. ? 
@) 


A,, et, par suite, le système (1,, A, ..., A,) contient donc le système 
(ro; ^, ---> Tm) Il est d'ailleurs manifeste que (ry, ,, ..:, 7,) contient 
(h; A, ..., A) Ainsi, dans le cas où le resolvant a des facteurs 


multiples, les systèmes sont encore équivalents, si nous élargissons la notion 
d'équivalenee dans le sens du théoréme de la page 7r. 

Dans le méme ordre d'idées, on peut énoncer le théoréme plus 
général que celui de la page ror: 

Toute fonction qui s’annule pour les systèmes de racines communs 
à plusieurs fonctions quelconques, sans diviseur commun, est racine d'une 
équation algébrique dont les coefficients sont des fonctions homogenes 
déterminées des fonctions quelconques considérées. 

M. Nerro a le premier fait remarquer que cette équation est néces- 
sairement binóme et de degré y. 

7. Mais nous sommes loin d'avoir ainsi résolu la décomposition des 
systèmes, dans le cas où le résolvant a des facteurs multiples. Il nous 
faudrait pour cela démontrer qu'à chaque décomposition du résolvant en 
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facteurs, correspond une décomposition du systéme. Or ici se présente 
un fait bien remarquable. Le contraire peut avoir lieu. M. Kronecker 
en donne un exemple dans le paragraphe 21 de son mémoire. Voici 
cet exemple: (zr? + y, y*) est un systeme qui n'est certes pas irréductible, 
puisque le système (r*-Fy —0, y*— 0) contient le systeme (2 — 0, y — o). 
Cependant, et ici parait, dans toute son évidence, la différence essentielle 
entre les diviseurs de rang deux et ceux de rang un, le système 


(z^ + y, y^) 
nest pas décomposable en deux systémes dont l'un est (r, y), comme il 
est facile de s'en assurer. 

ll y a donc des systèmes qui me sont pas decomposables et me sont 
cependant pas irréductibles. Ces systèmes doivent répondre au cas où le 
résolvant a des facteurs multiples, puisque dans le cas des facteurs simples 
nous avons pu toujours effectuer une décomposition en facteurs irréductibles. 

Nous pouvons encore énoncer ce fait de la maniere suivante. Lors- 
qu'on compose de toutes les maniéres possibles les fonctions irréductibles 
d'une ou de deux variables on obtient toutes les fonctions de ces vari- 
ables que l'on puisse concevoir. La méme chose a lieu pour les systémes 
de rang un. Eh bien, en composant de toutes les manieres possibles tous 
les systémes irréductibles de rang dewr, on n'obtient pas tous les systémes 
possibles, de rang deux. 

On peut maintenant être tenté, ou bien de rejeter entierement, 
comme impropres, les systémes que lon n'obtient pas par composition 
des systémes irréductibles, ou bien de chercher à élargir l'idée méme de 
décomposition. Mais dans ce dernier cas, il semble que cette idée perdrait 
tout à fait le caractére essentiel de séparation que l'on y attache toujours. 
Rejetons-les done et ne considérons que les systémes obtenus en composant, 
de toutes les manières possibles, les systèmes irréductibles de rangs wn 
et deux, de deux variables. Alors le probléme de la décomposition des 
systémes, toujours possible, sera entiérement résolu, que les facteurs du 
résolvant soient multiples ou non. 

J'ai ainsi exposé simultanément la théorie générale de l'élimination, 
et celle de la décomposition d'un systéme dans le cas de deux variables 
seulement. Pour faire image, jai introduit les diviseurs de rang deux, 
en considérant des fonctions de deux variables et en ne tenant pas compte 
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des nombres entiers. En réalité, les systémes de fonctions de deux vari- 
ables, admettent non seulement des diviseurs de rang deux, mais aussi 
des diviseurs de rang trois et déjà les fonctions d'une variable admettent 
des diviseurs de rang deux, comme je l'ai fait voir, par un exemple, à 
la page 55. Maintenant que nous sommes familiarisés avec la notion de 
rang, il est facile de répéter les raisonnements de ce chapitre sur des 
fonctions d'une variable seulement, en tenant compte des nombres entiers. 


SI 2. 


Cas général d’un nombre quelconque de variables. 


1. La méthode que nous avons suivie pour étudier la décomposition 
d'un systéme formé par un nombre quelconque de fonctions entiéres de 
deux variables, indique clairement la voie que nous devrons suivre pour 
parvenir à une décomposition d'un système quelconque de fonctions 
entiéres. Elle nous empéche cependant de traiter ce probleme dans toute 
sa généralité, en nous enlevant la possibilité de tenir toujours compte des 
cas ou les résolvants que nous formerons, ont des facteurs multiples. Une 
méthode directe, dans laquelle nous ne supposerions pas connue l'existence 
des nombrés algébriques nous permettrait, sans doute, d'éviter cette restric- 
tion. Il serait possible que la nouvelle généralisation de la notion de 
contenant et de contenu donnée par M. Kronecker, et dont jai développé 
le théoréme fondamental dans le chapitre précédent soit suffisante pour 
arriver, dans cet ordre d'idées, à débarasser la théorie de la décomposition 
des systémes de toute restriction. Pour le moment je me contenterai de 
résoudre le probléme, parallélement au cas de deux variables, en ne 
considérant que les systémes tels que chacun des résolvants que je for- 
merai, n'ait pas de facteurs multiples. Soient donc 


G, (a, Yay ss Zp) 
GR Gags asi dis) 


GE eign mrs ss 00.) 
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un nombre quelconque de fonctions entières d'un nombre également 
quelconque de variables 9,235, .« 2; 5. Va, sets, IG 5 3:0) Mende 
maine de rationalité dont font partie les coefficients des fonctions entiéres 
et dans lequel nous allons chercher à décomposer le système considéré 
en systèmes plus simples. 

Nous commencerons par transformer linéairement les variables 
Ly, Uy, ..., X, en posant 

n 
jd — Z at? x. (h=1, 3, 8) 

et en déterminant les coefficients aj" de manière que pour k = 1, 2, ..., m, 
le degré de la fonction enticre G,, par rapport à chacune des variables 
Yi, Los +++, TQ, soit égal à la dimension », de cette fonction. Cette trans- 
formation est toujours possible; car si g,(2,, %,..., æ,) désigne l'ensemble 
des termes de la plus haute dimension de la fonction G,(x,, æ,, ..., æ,), 
nous avons 


fitis s 8) = a AP, + aai alti b aat ces de ad) 
* 
= la Zu bee, a) + 9 (ai, diy rey Qn) Xa "ugs 


(n) (n) (n)\ >!) 
oes + ga(oi » Ay y +. An ) anys 


et des termes de dimension », contenant plusieurs des variables z,, 2, ..., æ,. 
Comme, par hypothèse, g,(z,, 2,,...,,) n'est pas identiquement nulle, nous 
pouvons toujours déterminer les systèmes a”, af, ..., a, (h — 1, 2, ..., m) 
tels que pour ces systèmes g,(%,, $5, ..., 2) (k = 1, 2,..., m) soit diffé- 
rente de zéro; alors pour k = 1, 2, ..., m, le degré de G,(z,, tap, oe) 
par rapport à chacun des variables rj, 7, ..., v, sera bien égal à la 
dimension », de cette fonction. 

Si, par cette transformation G,(x,, 7, ...,%,) devient H,(x;, 25 «.., Z,) 
(k = 1, 2, ..., m), nous pouvons dire que les deux systèmes 


; (Gro 9100. Mie) arg orgy tiefer 


sont équivalents et nous borner à l'étude de la décomposition du second 
systeme (H,, H,, ..., H,) en systémes plus simples. 

Cette premiére transformation a, pour nous, un grand avantage. 
Aucune des fonctions H,, H,,..., H,, ne peut, en effet, contenir un 
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facteur qui ne soit fonction de toutes les variables rj, a, ... , x; nous 
savons done que tous les diviseurs de H,, H,,..., H, sont de variété n°", 


Nous pourrions maintenant, en appliquant és méthodes du chapitre 
deux, rechercher si les fonctions H,, H,,..., H, ont un diviseur commun; 


m 


mais afin de pouvoir considérer simultanément les différentes variables, 


0 
n? 


Gi 35, ..., 2, nous allons auparavant, comme dans le cas de deux 


fonctions de deux variables seulement, introduire une nouvelle quantité 
x fonction linéaire et homogene des variables vj, 5j, ... , x, à coefficients 


indéterminées w,, %, ..., €, ,, de sorte que 


n 


x = VY == Uy Xs == CAE + MP NE <= WO, U, = Mo 
Alors, en remplaçant x, par z'—— uz; — ut; — ... — uw, ,v, , dans 
Charme, des Vexpressions , H, 5) 3521225735)» BR LI 25 Nosy We) eb en 
supposant que par cette substitution Hla, isle i devienne 


7 af 3) , af, i 
Ro opns ms. i Qu be Urs Was, «ince à Msc) 


nous devrons dire que, pour l'objet que nous avons en vue, les deux 
systemes 


MER Son da a tall Sinai oo ster dy Ra be rH s eon des diras La) 
et 


zT “le A fs 5 \ 
HAG dis De, eod oq ang ont, pro | 


sont équivalents, car si nous pouvons décomposer lun de ces systèmes 
en systémes plus simples, nous pourrons manifestement faire de méme 
pour son équivalent; la différence entre les deux systemes est que 
nous considérons les éléments du second comme fonctions des variables 


, 


wv, TQ. %, .... 4, 1, Sans tenir compte, pour le moment, de la relation 


DUAL FW; b... + ww, 
Chacune des: fonctions PAGE a.) SESS Rt qu I, ty TUE) 
jouit encore de la propriété que son degré, par rapport a chacune des 


\ 


variables 2’, x, %, ..., v, 1 est egal à sa dimension. Si donc nous 


formons le plus grand commun diviseur des fonctions A\, Æ,, ..., A 


m 
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nous savons que ce plus grand commun diviseur que nous désignerons 


par 
Rie oe 2 serere s ca Mab) 


contient toutes les variables x’, 7, 25, ..., v, ;. Nous pouvons ainsi 
écrire 

NGA. ee oy dl qu Wis ers 
= RL DES wer, Bi Ua vote RO PG rr da ACC Tus 


ainsi que l’equivalence GET TIE 


(Ku À 2, EARS UA UL NN A RR 


Ceci posé, cherchons à décomposer en systèmes plus simples le 
systeme (L,, L, ..., L,) Relativement à la variable x’, c'est à dire 
dans le domaine de rationalité (xj, x, ..., 2, 4, HR, 9t, .. 3 907), i est 
équivalent à l'unité. 

Dans le cas des fonctions de deux variables nous avons formé le 
résultant des deux fonctions et nous avons fait usage du théoréme que 
ce résultant égalé à zéro est la condition nécessaire et suffisante à laquelle 
doivent satisfaire les variables qui y paraissent, pour que les deux fonctions, 
sans diviseur commun pour des valeurs indéterminées données à ces varia- 
bles, aient précisément un diviseur commun. Nous avons ainsi pu dé- 
terminer outre les diviseurs ordinaires, communs aux deux fonctions et 
que nous pouvons nommer diviseurs de rang un, d'autres éléments, com- 
muns aux deux fonctions, qui sont d'une variété moindre, ce que les 
points sont aux lignes en géométrie plane, et que nous pouvons, pour 
cette raison, nommer diviseurs de rang deux. Afin de pouvoir appliquer 
le méme théoréme dans le cas plus général qui nous oecupe et trouver 
ainsi outre le diviseur R,(x’, ti, ..., 94.45 W, ..., Ua) de rang un qui 
représente une variété 4""*, des diviseurs représentant une variété moindre, 
relions linéairement les fonctions L,, L,, ..., L, par deux systèmes 
d'indéterminées 

(050, et. st US) cet Ve 


, 


et formons le résultant, par rapport à xz; ;,, des deux fonctions 


m m 


Y ULL, et Y Vile. 
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Ce résultant sera une fonction entière des variables 2", a, ..., v7 ,, et 
dC SIRE ERITTIGOR TE >, Vu MU OU, ses Un: Vis, Vay ce saws 
Nous le désignerons par 


N U nf ! Qu. í . T TE. 7 SE, Mo) 
acciaio. duros TONS MUS se; ds s Uses Us Vs, aV us Us. sume ): 


Le degré de U,L, + U,L, +...+ U, L,, par rapport à x/_,, est mani- 
festement égal à la dimension de cette fonction; il en est de méme de 
celui de PL, + V,L,+.-..+ V,L,. Les coefficients a, et b, des plus 
hautes puissances de ces fonctions ordonnées par rapport à z; , sont done 
des fonctions entières des indéterminées U et V, et sont, par suite, diffé- 
rentes de zéro, quelles que soient les relations qui lient les autres varia- 
bles 2’, æ, ..., æ, ;. Done $ —o est la condition nécessaire et suffi- 
sante pour que U|L,+U,L,+...+U,L, et V,L,+V,L,+...+ V, L,, 
aient un diviseur commun. 

Soient sj; sj’, ..., si"? les coefficients de S, considérée comme fonction 
des indéterminées U et V; chacune des quantités s®, (k= 1, 2, ..., m,) 
est alors une fonction entière des variables z', x}, ..., v; , et des indé- 
terminées w, dont les coefficients font partie du domaine de rationalité 
CR, 2. 2,802). 5L le systeme d'équations 5; — 0, st’ —:0,..:., S7? — o, 
est vérifié, la fonction S, sera nulle, done UL, + U,L, +...+.U,,L;, 
et Vil, + VL, +... + V, L, auront un diviseur commun; ce diviseur 
est indépendant des indéterminées U,, U,, ..., U, puisqu'il divise 
PL + VI; + ...+ V,L,; il est indépendant des indéterminés 
VGOEIl2--, V„ puisquil divise U,L, + U, EL, #5 Ua 3E est 


done contenu dans chacune: des fonctions L,, L,, ..., L,. Inversement, 
si pour certaines liaisons des variables z', xj, ..., æ, ,, les fonctions 
L,, [,, ..., L, ont un diviseur commun, il en est de méme des deux 
functions OL, + DIE RELEASES EVTL, 
done S, — o. Rien n'empéche d'ailleurs de prendre autant de systémes 
d'indéterminées que l'on veut, UP, UP, ..., U® et Vi, V9»,..., V9, 
et de former pour chacun d'eux le résultant 5j? des deux fonctions 
h h (à Th TG (a) 
Dove DUE Ho ore e e DÉS Er IS up | EE PR Pes 
Toutes ces fonctions Sí" seront nulles; elles ne différent que par les in- 
déterminées qui y paraissent; done les coefficients de ces indéterminées 
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seront nuls, et nous voyons que, dans notre hypothése, le systéme d'équa- 
tions | 

SCO) ee dO. 
est vérifié. 

Le systeme (sj = 0, s; — 0, ..., ST" — 0) est ainsi entierement 
équivalent au système (L, — o, L, — 0, ..., L, — 0). Mais il a sur ce 
systéme un grand avantage; il ne contient plus explicitement la variable 
x, ,. Chacune des fonctions sj" contient, il est vrai, les indéterminées 
Uy). 43, ce) Un_13 le systeme d'équations 


représente done un grand nombre de relations entre les variables 
a, Yj, ..., #7 53 mais le nombre d'éléments d'un systeme n’est pas ce 
qui le caractérise comme je l'ai déjà observé plus d'une fois; le grand 
nombre de relations que nous obtenons pour notre systéme transformé 
ne contrebalanee done pas lavantage qui résulte de la réduction du 
nombre des variables. 

Cette réduction est absolument la méme que celle que nous avons 
obtenue dans le cas de deux fonctions de deux variables; comme alors, 
c'est l'emploi des indéterminées w,, w,, ..., w, qui nous permet de joindre 
deux variables en une seule; pour h = 1, 2, ..., m,, la fonction 


Dent JR 
Si (z^, di, +...) 5 Uy, Us, ..., w,) 


= 
[-] 


\ 


est identiquement égale à 


s (um, -- Was +: MESS iy Xa, cb Enca Mis Mag 2-05 Un); 
c’est une fonction entière des variables aj, 45, ..., @,_, et de 
UUs. + Ut, 
tandis que dans chacune des fonctions entiéres 
VC rS S NR Coe abl TAI RTT 


les variables x, et x, ne paraissent pas, jointes par les indéterminées 


n 
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w, , et w,. Ces indéterminées ne sont d'ailleurs contenues qu'en appa- 
rence dans l'expression 


p PEE se Ratton erp s qr Hr dus Was Dis Das. se 11) 


car le produit des deux fonctions entières de », ws, ..., 4, 


Tag, + eo I... WR Yis Ya. 23 Tai Ui. Wu, 2.25 Uy) 


et 
HAE usa Leste cM medi. Da en seh Uy ne Sn 13) 


est identiquement égal à 


E (si. Lister au); 


n 


pour bien le mettre en évidence, nous poserons 
Jr (u, v, FE +. o 8,255 Why 935 35 De 5 Usa y MS) = Anis, se, DE) 


2. Recherchons maintenant si l'équivalence des deux systèmes 


ise ses Well, = 5 Ta) 


est de la nature de celles que nous avons définies dans le chapitre 
précédent. Nous observons d'abord que le résultant S, des deux fonctions 
U,L, + U,L, +... + U,L, et V,L, + V,L, + ...+ V, L, étant une 
fonction homogene et linéaire de ces deux fonctions dont les coefficients 
sont fonctions entières des quantités x, ©, 2a) ..., 9, 4, Wry Woy ce.) Uns. 
S, contiendra le système (L,, L,, ..., L,); il en résulte que chacune 
des fonctions s, (k = 1, 2, ..., mij), contiendra le méme système ou 
encore le systéme 


de Ai AC, 


Mais alors) pour. E == 1; 25.4.5, e,les coefficients, 09), (à — 15:2; «1, v); 
de s? considérée comme fonctions des indéterminées w,, U, ..., w,, sont 
eux-mêmes fonctions linéaires et homogènes de A,, A, ..., A, à coef- 
ficients fonctions entiéres, de sorte que nous avons le systéme de con- 
gruences 

a) = 0 (modd A, A, ..., 4,). [e Df 
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D'autre part, si nous considérons les deux fonctions 


MNGi, mie tn) 2. wenig it de) 


(h, k) 


IN ate CA 5 tro 4 — I wa” (n, Dee De) 


(A, 


où les wi? et wi désignent deux systèmes d'indéterminées, et si nous 
cherchons à déterminer deux multiplicateurs entiers 


(Bis Bay t e p) OU OMe aan EET 


de maniére à vérifier l'égalité 


CN COP an) MT, Mare e ass Ale as e 2 N rs ra 


ou, ce qui revient au méme, «un multiplicateur entier a,(y;, vj, ... , ®,) 
de manière à vérifier la congruence 


, AN Fr ^ m od "M H nt r ] 
A(qi, 95, ..., ©) =O, (Ui, 92, es) D) MG 955 see, %,) [mod Na ea 
nous avons, d'aprés la formule de LAGRANGE, 

(Gis As - Sol HS) 


, , 34 TI ( ! var, J 
> Alaı , cs) Cu —1* Sn N, Lys ces Un 19 Un I 
^" , ip eG) fr ze) T , "Ay, 
M; (ei >) + @p—19 Sn ) En — Sn DE N 1 (ei > es V4—15 AE eft d 


(A) 





£^ désignant l’une quelconque des racines de l'équation 


N, (a) = o 


et la somme étant étendue à toutes ces racines. 

Le probléme est maintenant identique à celui qui s'est présenté dans 
le paragraphe précédent. Il sagit de voir si la forme sous laquelle nous 
venons d'écrire le multiplicateur a,(r;, v;, ..., v;) peut être illusoire, 
pour des valeurs particulières données aux variables x, v;, ..., 2. 

Convenons, une fois pour toutes, de ne restreindre la variabilité des 


variables @/, &, ..., v, , que par une équation, ce qui revient à laisser 
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par exemple a, ©, ..., v, , indéterminées, à les joindre au domaine de 
rationalité et à donner alors à v; , une valeur particulière; ou encore, 
à relier æ,, 7,, ..., v, par deux relations indépendantes, seulement. Nous 
nous apercevrons bientôt de la raison qui nous amène à faire cette 
restrietion; sans elle, en effet, nous ne pourrions pas résoudre le probléme 
de l’équivalence des systemes de fonctions d'un nombre quelconque de 
variables. 


Il nous faut faire encore une autre hypothése. Nous n'avons pu 
résoudre entièrement la question proposée, pour 2 — 2, que dans le cas 
où le résolvant du système considéré, qui était le plus grand commun 
diviseur des coefficients de la forme S(U, V), n'a pas de facteurs multiples; 
et nous avons vu qu'alors le dénominateur H(x,, y) ne pouvait être nul 
que du premier ordre pour une valeur particuliére donnée à y. Nous 
ferons ici l'hypothése équivalente en supposant que, les » — 2 variables 
2, Uy, +++, ©, , restant indéterminées, le plus grand commun diviseur 
des coefficients de la fonction S(r', xj, ..., x7 ,), considérée comme une 
fonction des indéterminées w et w', n'ait pas de facteurs multiples; alors, 
lorsque le dénominateur M,(#1, ..., v; ,, €) s'annule pour une valeur 
déterminée, indépendante des indéterminées w et w’, donnée à x’ ,, il ne 
sera nul que du premier ordre. 


Cette hypothese est plus que suffisante pour l'objet que nous avons 
en vue; car il suffirait, pour démontrer que l'expression précédente de 
dti, 3, ..., æ,) n'est pas illusoire de supposer simplement que 
Tasstonetion A (1's. Kann, Tu D (Ge. 
M(x, æ, ..., v, ,, &$) pour des-systémes indépendants des indéter- 


) qui sannule en méme temps que 


minées w et w’, soit, pour ces systémes, au moins nulle d'un ordre aussi 
élevé que M(x,; 424, ..-, 34.1) cn) 

Sous cette hypothèse, on voit facilement que l'expression de a, (21, ..., 27) 
donnée par la formule de LAGRANGE, n'est pas illusoire, pour des valeurs 
indépendantes des indéterminées w et w' données à ai, ©, ..., aj. Le 
raisonnement est le méme que dans le cas de deux variables, et je ne 
le répéterai pas. 

Le produit 


à : : E) : , m m 
II M, (zi, La» Qro e) Ge its Sn JIID,.N@, Lo, On ch) LOS V, = Lm 


(k) 
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est une fonction entiére des indéterminées w et w'; nous pouvons le mettre 
sous la forme 


f (a5 5 0b, ad) Bohs why 2, ids oi) 


en désignant par f(v, 25, ... , v; ;) le plus grand commun diviseur des coef- 
ficients des indéterminées w et w', et, par suite, par Er, 25, ..., 0,13 w, w’) 
une forme primitive des mémes indéterminées. Les coefficients de cette 
forme, n'ayant aucun facteur commun, ne peuvent s'annuler simultanément 
lorsque la variabilité de zi, 5, ... , x; , n'est limitée que par une relation 
algébrique. à 


Posons, pour abréger, 
Y (91. Bigs. 5.12 ae ee rl) (LITE PER 


Le résultat obtenu est que la fonction ;(w{, x, ..., v;) ne se présente 


Yn 


jamais sous une forme illusoire. Mais alors la fonction rationnelle de 


, 


Dy Xj, ce.) X, 1, donnée par la formule de LAGRANGE, : 


r(z, x], .... &) 
est sürement fonction entière de x, ,; elle est done fonction entiere de 
xl, ..., T, ,3 en effet, nous avons démontré dans le second chapitre, 
qu'une fonction rationnelle de plusieurs variables x, y, 2, ... qui est 
entiere par rapport à lune des variables x, est également entière par 
rapport à toutes les autres y, 2, hs , à condition toutefois que le dé- 
nominateur de la fonction rationnelle ne contienne pas de facteur indé- 
pendant de x. Cette condition peut être, ici, considérée comme vérifiée 
puisque nous avons commencé par transformer les variables z,, 74, ..., æ, 
à laide d'une substitution linéaire à coefficients constants, et que nous 
pouvons choisir ces coefficients d'une maniére arbitraire, pourvu qu'une 
relation déterminée ne soit pas vérifióe; nous les choisirons, aprés coup, 
tels, qu'en outre, la dimension de f(x, x, .. » v, ;) soit égale au degré 
de cette fonction par rapport à la variable x/_,; en répétant alors tous 
nos raisonnements, nous serons certain que y, ©, ..., U1, 4;) est 
une fonction entière des x variables wi, v3, ..., 2 


Une 


+ 
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La congruence 
E (oi, Gi o py CoL W, w^) A(ay, Vas eo.) i) = ri, Lay ee.) 4) M, (21, Las ner, Ly) 
[mod N, (aj, 25, ..., x,)] 
une fois vérifiée, le quotient 
Al, S eap 9.) 


, , a 0 , , , , , , 
E (zi, oco tx Wie QT ) Alaı OR) a) —7n (oi, Los x) M; (a; ae seas a) 
rt) | 








est nécessairement une fonction entière de x; toujours d'après le méme 
théorème, il est donc également fonction entière des autres variables 


RON CIEN ERA. 
Ainsi l'égalité 


Bla oris De AGO 7.) 


= plat...) 2)M t, s aE A sy at) Nat, sy) 


est vérifiée pour les deux fonctions entières (aj, ..., 25) et ff (vi, ..., v, 
que nous venons de former. Ces fonctions enticres dépendent des in- 
déterminées w et w'; ordonnons les deux termes de l'égalité précédente, 
suivant ces indéterminées, et comparons les coefficients, Dans chacune 
des égalités que nous obtenons, le terme de droite est une fonction 
linéaire et homogene des fonctions e(r;, ©, ..., x); les coefficients de 
ces fonctions e(xj, 23, ..., x!) sont des fonctions entières des variables 
Xy, Uy, ..., X,; Si pour une valeur particulière donnée à zr; et une rela- 


-n 


, 


tion particuliere entre x, ..., æ,_., toutes les fonctions e(x;, 25, .. . , x 
sont nulles, le terme de droite est nul, done aussi le terme de gauche. 
Pour en conclure que la fonction A(x}, ..., x) est alors elle-même 
nulle, ce qui est nécessaire pour que cette égalité réponde à notre re- 
cherche, il serait nécessaire de savoir que pour la relation particulière 
considérée, le coefficient de /(xj, ..., v;) ne peut étre nul Or, nous 
savons seulement que tous les coefficients de la forme primitive 
Ent) PEN wy w) 


n 
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ne peuvent être nuls simultanément pour cette relation particulière; mais 
chacun d'eux peut parfaitement sannuler à son tour, si nous considérons 
successivement plusieurs relations particuliéres. Aucune des égalités pré- 
cédentes ne répond donc à notre recherche. ; 

Nous parvenons cependant bien simplement au résultat, et=cela en 
divisant les deux termes de l'égalité démontrée par une forme primitive 
Ex, ..., v; ,5; t, t) dont les coefficients sont identiques à ceux de la 
forme primitive E(xj, ..., v; ,; w, w') Nous obtenons alors, en effet, 
une nouvelle égalité, 





, , a " 
ri — = - > ^ Ales hy) — Yun; 050, 40, 1, later) 
Us ces *n—15 Lo 


, 


dans laquelle les expressions 7,(%, 235, ..., ©; w, w', t, t) sont, il est 
vrai, des fonctions rationnelles de xj, æ,, ..., vr, ,, mais ne contiennent 
au dénominateur qu'une forme primitive des indéterminées ¢ et #. Si 
done toutes les fonctions e(r;, ..., x,) sannulent lorsque, x, ayant une 
valeur déterminée, les variables xj, 7, ..., v; , sont liées par une rela- 
tion particulière, les coefficients z(aj, ..., x;) de ces fonctions, quoique 
se présentant sous forme de fractions ne seront pas infinis, et, par suite, 


comme tout à l'heure, l'expression 


, , P 
E (2; rn) WW.) 


AU ENDE ee RT: 
BE (ety +++) mas ts t) Go ds ? 





sera nulle. Mais maintenant nous pouvons en conclure que la fonction 
Ma, 23, ..., @,) sera elle-même égale à zéro; car le quotient des deux 
formes primitives E(w, w' et E(t, t ne saurait être, pour une relation 
particuliere entre 7, %, ..., *$, ,, ni nul, ni infimi. 

Nous voyons done que sil est impossible de mettre toujours les 
quantités (xj, ..., x; ,), elles-mêmes, sous la forme de fonctions li- 
néaires et homogènes des quantités e(rj, ..., x), dont les coefficients 
solent fonctions entières de rj, ..., x}, il est, par contre, toujours possible 
de mettre sous la forme d'une fonction linéaire et homogene des quantités 
o(xi, ..., v,), le produit de la fonction A(x;, ..., æ,) par le quotient 
de deux formes primitives ayant mémes coefficients, les coefficients de 
cette fonction homogène et linéaire étant toujours finis et déterminés, 
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, 


lorsque les variables a, ..., v; , ne sont liées que par we relation 
algébrique. Nous sommes ainsi amenés à dire qu'une fonction entière F d'un 
nombre quelconque m de variables, contient un système donné (fi, far ..., In)» 
et à écrire 


Fzo (modd fi, fi, ..., fn) 


lorsque nous pouvons, en multipliant F par le quotient de deux formes 
primitives, ayant mémes coefficients, établir une égalité " 


E(U) 
EQ, = po f. 


dans laquelle nous soyons certain que tous les coefficients €, soient finis 
et déterminés, quelle que soit la relation particulière qui lie les (n — 1) 
variables paraissant au dénominateur. 


Le quotient E des deux formes primitives E(U) et E(V) joue 


vraiment ici le rôle d'une unite. 

C’est dans ce sens plus large que celui que nous avions donné en 
commencant, parce qu'il suffisait dans le cas des fonctions de deux variables, 
qu'il faut entendre l'équivalence des deux systèmes 


An Gn oi nr (uberem. Gale remus ars rer] 





et 


, , 


GAS En) au dub Eee 2) on Eee]: 


Nous appliquerons aussi à ce genre d'équivalences, le symbole ~, et 
nous écrirons 


(fee ed STE SN A NACE HORREA MO PT 2e P 


Nous voyons enfin facilement qu'a l'aide des indéterminées w,, 4, ..., "t, 4, 
prises plusieurs fois, les deux systémes 


Iur nec aes). 81 (Li. ae cn E Sr (s pa p 


sont aussi équivalents. 
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3. Nous avons jusqu'ici ramené l'étude du système quelconque 
donné à celui d'un systeme 


, 11 (m,y 
CAE DTI Re 


dont les éléments, considérés comme des fonctions des variables 


- q X1, Los very V, 

contiennent une variable de moins que ceux du systéme proposé, et nous 
avons vu ce quil faut entendre par équivalence de ces deux systèmes, 
puisque nous venons de traduire cette équivalence par une équation 
algébrique. 

Il nous faut maintenant répéter sur le systeme (sj, sj’, ..., sf") les 
mémes raisonnements que nous avons faits tout à l'heure sur le systéme 
(G,, G,, ..., G,) Nous introduirons tout d'abord de nouvelle variables 


fonctions linéaires des précédentes et nous déterminerons les coefficients de 
ces fonctions linéaires de manière que pour i= 1, 2, ..., m,, le degré 
de s? par rapport à chacune des nouvelles variables soit éeal à la di- 
mension de cette fonction. Le systeme 


"n 


,/ y n! " . 4 Lu a’ 5 . 
[si(@’, Dis see) Uno, Uy vos Un); 5] (X, Qi, ses Ty 9, Uy, se.) u); ico 


225 SÜD qu 2255 oes MUS LE | 
est ainsi transformé en un systéme équivalent que nous désignerons par 


EURE. m A D PA] Hn XY > 
| (27,42 Lies Beas iy <2) Ma) rosa aya. Taio tese tete HEN LM NO 


[2 


X ILICE re SUR NUS ARR 


nm, 


Nous relierons ensuite les nouvelles variables par une fonction homogène 
et linéaire à coefficients indéterminés 


4) ” , 11 ; 37) P 7 Am 
7 Fa, Ud + Vo Ty + y + UV, 1 T1 (28 xS I, 
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et nous substituerons à a)’, sa valeur dans chacune des m, fonctions 


considérées. Nous obtiendrons ainsi un systéme 


ES EY) tt SP) , : à 2 
[Ay (a , Li ; MAS er T, 25 Ur, don 212 Un, Vis UE oes s 


zp we AA AU ; , ay ; . 
END ee UNE UNO ee): 


77 RE zt m ; à n 
K (a 9 Vis very X55, Un +++ Uy Vy +, V, .)] 


équivalent au précédent. Si les éléments de ce systéme ont un diviseur 
commun 


,11 LÍ 1 j 3 
(Gi e tede MU cote Mme Dina dcr yn Un aly 


ce diviseur contiendra nécessairement les (n — 1) variables z", aj’, ..., 0, s; 
posons 


71 Jr 11 ve 4 
MACRO ee uit ope NET Se UI tetas po Uhr) 


#0 E we \ 
| ACTE ER of Wit) ous yy Meas, NO vun) | 


, (^—1,2,..., m] 
nior LE 11 ; ; j 
| x L; (a » Uy, ces X555 Ups es Un, Vis. DAT) | 


l'équivalence 
DE cv MUS E aro OS e Ts e ER 


sera certainement vérifiée, et il nous suffira de considérer le système 


n m n ; » N a 
pra U N Us Oe een 0) 


11 n AUD 7 2 
(en ee Ur aa Ua: Dis ern U—1)] 


qui, relativement à la variable x”, est équivalent à l'unité, comme tout à 


l'heure le systeme 


U N. De n MEETS 


, 


relativement à la variable z'. 


Acta mathematica, 6. Imprimé 7 Juillet 1884, 16 
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Aprés avoir relié les éléments Zi, 23, ..., L,, par deux systèmes 
d'indéterminées U,, U,, ..., U, et Vi, V;,..., V,,, nous formons le 


résultant S, des deux fonctions 


Qo] Jin eh Ep Qj d 
® 7) 
par rapport à la variable 2;,. Si sj, 5j, ..., sw, désignent les coef- 
ficients de la fonction S, ordonnée suivant les puissances des indéterminées 
U et V, et 8o, (k—1, 2, ...) mm Ba, 2, 0220 S 
coefficients des fonctions sj, sj, ..., sj" ordonnées par rapport aux 
puissances des indéterminées v,, v4, ..., v, ,, nous voyons, en raisonnant 
comme tout à l'heure, que le système 


, , , , 11 (ms) 
(Prins Oia tees Bee AO mac Oni Dec Be) 


est équivalent au systeme 
(rop tC) 


dans le sens que nous avons été amenés à donner à l'équivalence en 


recherchant les rapports des deux systémes 


ae : , , : , Hn im) 
(AS 70 7 An), eh (Ging 0133: x9 Oo ON CITES 

Les indéterminées v,, vj, ..., v, , ne sont contenues qu'en apparence 

dans les éléments Zi, Z;, ..., Zi, considérés comme fonctions de 


" " A1! 


Vy. Ty. ..., T, 13 Cest pourquoi nous avons posé pour plus de clarté 


Mais les indéterminées w,, w,, ..., 4, font partie intégrante des 
fonctions Zi, Lj, ..., L;,, et sont, par suite, contenues dans les fonc- 
tions Aj, 4,..., 4,3 il ne faut done pas ici, pour rechercher l'équi- 
valence des systèmes, revenir aux coefficients des fonctions of), ordonnées 
suivant les puissances des indéterminées w,, w,, ..., w,; il faut, au con- 
traire, comparer les systémes qui contiennent encore ces indéterminées. 


Cette différence ne change rien au raisonnement que nous avons fait plus 
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haut; nous potivons, par exemple, joindre simplement wj, wj, ..., €, au 


n 


domaine de rationalité. En répétant alors le méme raisonnement nous 

voyons que chacune, des fonctions (9i. 44, e. Gaia, Walt Un), 

(k = 1, 2, ..., m,), multipliée par le quotient de deux formes primitives 
, 1 "| 


par rapport aux variables x}, 9j, ..., t, .,, peut être mise sous la 
forme d'une fonction linéaire et homogene des fonctions 


(kK) (ptt E ur 
Ori (7, Op Cy ee lo) See u), Ny EURE 10,5 m2) 


dont les coefficients sont fonctions entières de x}, et ne contiennent 
au dénominateur qu'une forme primitive par rapport aux variables 
Jd. 1 X... Le systeme. (di, A,, ..~,-Al,,) contient donc le système 
(abords On, ---., Of).  Inversement S, ‚et, par suite, le 


systeme (031, 615 1-05, Ogi) «+++» 052) contient le systeme (A), 45, ... 57%). 


Les deux systèmes que nous comparons sont done équivalents, et nous 
pouvons écrire 


, , , , , , 11 (any) 
(dh Tr NO (Guten 2:259 53 3005.2 0 10939 95. 08). 


, , 


Desplus, comme le’systeme (a1, 09,2... Go Cus 502) est. lui 


même équivalent au systeme formé par les éléments sj, sj, ..., 5”, 


pris un certain nombre de fois, et pour des systèmes différents " indéter- 
minées 2i, ..., v, ;, nous avons aussi démontré l’equivalence, à l'aide 
d'indéterminées v en nombre suffisant, des deux systèmes 


, pour abréger, nous n'avons écrit qu'une fois, dans la dernière paren- 
N chacun des éléments sf. 

4. Nous continuons ainsi et nous formons successivement une série 
de fonctions 


5 
FH, R,, Rs tit) en Re, 


contenant respectivement #, n—1,n—2,..., 3, et enfin deux variables. 
Nous retombons en dernier lieu dans le cas particulier d'un nombre quel- 
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conque de fonctions de deux variables, cas particulier que nous avons 
étudié dans le paragraphe précédent. 


Solent 


(a—1) (n—1), . . . , , 
y LN C su c api NO TELE aee TT ER sees ; Wi, We) 


n— 


le plus grand commun diviseur de ces fonctions de deux variables, et 


(u—2)f/,(n—1)  4(m—1) , , nc 
[AP (ers ear aes p NOT NR ToO SU, Wo); 
E (n—2) f, (n—1) (n—1) " 

BA em (git Seg aS Moke OI EUM. og) Ogee UM ; 20,5 40:0] 


le système débarassé de ce plus grand commun diviseur et deja trans 
formé de manière que pour i= 1, 2, ..., m, ,, le degré de la fonction 
Le, par rapport à 2"? et à af"? soit égal à la dimension de cette 
fonction. 

Nous formons le résultant, par rapport à x", des deux fonctions 


> U: pen et 22 V, ip Ds (Cees m 
T 7 u 
si nous designons par 
„n—1 - : TM T T r 
Se Br Man, D DE D ssa ; WW; Uys co Us M 
ce résultant; par 
UD) X(n—1) 5 5 SEN 
SD (pt D au steels Mag Din ee «S Unibet OU) ee 


les coefficients de .S, ,, ordonnée par rapport aux indéterminées U 
et V; par 


, , , 
On-1,19 0,—1,25 On—1,3 9 Crac Le , On—1 Le 


les coefficients des sP,, (k= 1, 2, ..., m, ;) ordonnées par rapport aux 
indéterminées w, et w,, aprés que l'on a substitué à x” sa valeur 
wee) + wat. 


_ et enfin par 


(n-—2)/,(n—1)  (Qqm—1) > 1 
ASTD GOR? nola tis ag Ma a id opone]. een) NN 
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7 


les fonctions 


(n—2) (n—1) 4 „(n—]) „(n—1) : " " , ; 
mu Lco cx. un. cars serie Ue Ucet EN) 


qui ne contiennent qu'en apparence les indéterminées w, et w,, nous 
* 


voyons, comme dans le paragraphe précédent, que les deux systémes 
(n—2) (n—2) (n—2)N , 7 , (m, _,) 
(Ap dp d 2») eb (acum, 9n 13» c yap) 


sont équivalents, dans le sens que nous avons attaché à ce mot dans le 
chapitre précédent, et, à plus forte raison, dans le sens plus général que 
nous lui avons donné dans ce ? paragraphe ei 

Soient 


X(n—1) y ; ; , 
poc NOTE Rat ae RC D) 
le plus grand commun diviseur des fonctions 522 ,, (h — 1, 2,...,m 


Ser (gin. Tem Us) — BR (at D, TC w,) L(g pon OT ent Wy). 


(N—1;2: ym ) 
n— 


m 


Les fonctions: LFD, La ..., LU de la seule variable x” étant sans 
1-8 9) 2 3 die 
diviseur commun, Valse absolue 


UE ER E le) ^ TI 


my 


est manifeste. 
Si cependant nous considérons, outre les variables, les nombres entiers, 
il est possible que les fonctions L{'?, L7—79,..., Lz ? aient*un diviseur 
n—1 


m 
commun de rang deux. Je rappelle UN duke dans le chapitre 
précédent. Pour obtenir ce diviseur, formons le résultant, par rapport à 


(n—1) 


wv», des deux fonctions 


XUL" et LV, Le. 
(A) 


() 


Ce résultant sera une forme, à coefficients entiers, des indéterminées 
u, v,...,w. Soit R,,, le plus grand commun diviseur des coefficients 
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de cette forme; comme toute forme primitive, à coefficients entiers, est 
équivalente à lunité, nous aurons l’équivalence absolue 
(Don Dy ovt Den: 

5. Ainsi l'ensemble des fonctions R,, R,, ..., H,,,, ou, si nous 
ne tenons pas compte des nombres entiers, l’ensemble des fonctions 
R,, £5, ..., R, remplace le systeme donné, et le remplace complètement. 
La premiére condition de toute décomposition d'un systeme de fonctions 
se trouve aussi remplie; car chaque fonction À, contient un nombre 
"different de variables, et nous avons ainsi isolés les variétés d'ordres 
différents représentées par le systeme d'équations correspondant. C’est 
à l’aide des indéterminées 


X 


LN T) n? 


à la condensation des variables #,, c 


W, 0, ..., w, que nous devons ce résultat. : 

Il y a plus; le théoreme sur la décomposition des systèmes que nous 
avons démontré à la fin du paragraphe précédent, a encore lieu. Cepen- 
dant comme sa démonstration, tout en étant analogue au cas de deux 
variables, exige la notation du résultant de » fonctions de » variables, 
notion que nous ne pouvons pas établir sans longueurs avant d'avoir résolu 
le probléme général de l'élimination, nous ne la donnerons pas ici.(') 
Mais, comme de ze théorème résulte que c'est bien une décomposition du 
système (G,, G,, ..., G,) que nous avons obtenue, et que ce fait est 
de la plus haute importance, nous introduirons, dés maintenant, une 
terminologie qui le mette bien en évidence. Nous noramerons R, résol- 
vant de rang un, R, résolvant de rang deux, et, en général 


1 


RAG) GE ose BEG AE eR fae) 
> 

résolvant de rang k du systéme considéré. Un ou plusieurs de ces 
résolvants. peuvent, pour des systémes particuliers donnés, se réduire 
à l'unité. 

Nous pouvons alors aussi définir rigoureusement ce qu'il faut entendre 
par rang d'un systéme de modules contenu dans un autre systéme de 
modules, ou encore par rang de divisibilité. Nous avons obtenu le résol- 











() Comparez Kronecker, Festschrift 2 20, 
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vant de rang un, en cherchant le plus grand commun diviseur de toutes 
lestfonctions te EURE 


Y 


fonctions: @, , Gy, 22.54 


dont le systeme est équivalent a celui des 


N 


Ce résolvant AR, est, dans le sens ordinaire 


m* 


du mot, contenu dans le systeme 
(KR n.): 


nous dirons qu'il est le plus grand commun diviseur, de rang un, de ce 
systeme. Mais le système 


(baia i 


r 


est également contenu dans le systeme (K,, A,,..., K,); il est, de plus, 


(m) 


équivalent au systeme (sj, oj. ..., oz”) ou encore au système dont les 
éléments sont les coefficients sj, sj, ..., sf de la forme S,(w, w’), ces 
coefficients étant pris pour plusieurs systèmes d'indéterminées o , 4, ..., Un; 
‘mais, ces éléments sj, sj, ..., s("', ont, comme plus grand commun 
diviseur de rang wn, le résolvant R, de rang deux; c'est pourquoi 
nous dirons que le système (L4, L,, ..., L,), ou encore le système 
(oh Gay) ay of 
de rang deux du système donné. 

Comme le système (sj, sj, ..., s(™) est équivalent au produit 
abo Ly, ..., Lu), le systeme (Li ML t541L) est. contenu)! dans 


my 


), ou tout autre systeme équivalent, est un diviseur 


le système (L,, L,, ..., L,) et, par suite aussi, dans le systeme donné 
(G,, G5, ..., G,). Il est cependant bien évident que (Z4, L5, ..., L;) 
n'est pas contenu dans le systeme donné au méme titre que À, ou que 
(L,, DL, ..., L,). C'est pourquoi, comme (Z4, L;, ..., L;) est équi- 
valent au systeme (o5, 65, ..., of”), ou encore au système dont les 
éléments ont, comme plus grand commun diviseur de rang un, le résolvant 
R, 
équivalents sont diviseurs de rang trois du système (G,, G,, ..., G,). 
Ainsi de suite. En général nous dirons que le rang d'un systéme de 


de rang trois, nous dirons que (Lj, Li, ..., L;) ainsi que tous ses 


my 


modules contenu dans un autre systeme de modules est égal au rang de 
celui des résolvants du systéme contenant que l'on rencontre le premier 
en partant du systéme contenu et en formant aussi ses résolvants. Dien 
entendu, il est absolument nécessaire de tenir compte des résolvants qui 
se réduisent à l'unité. 
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Pour être conséquent nous devrons aussi dire que le systeme 
Li, Ly, ..., Ly), par exemple, qui est diviseur de rang trois de 
Gi, Gy, ..., G,), est diviseur de rang deux du système (Z,, D,, ..., Z,) 
à condition de considérer chacun des éléments du premier systeme comme 


m 


D AT 


une fonction des (» — 1) variables x”, x, ©, ..., €,.,, et chacun 


des éléments du dernier systéme comme une, fonction des # variables 


, 


a’, Y,, Los ..., t, ,. En général nous devrons dire que le systeme 


(L9, L9...) 12) 


m, 
est diviseur de rang (i + 1) du système 


(uam. VASA nie Ee DE 
hi 


“m 


chaque élément Z/? étant considéré comme une fonction des (n — h) 


variables act, 3070,57 1,5^ at32 3 tet chaque element Z^? commelline 
fonction" des (n — hi +) variables, 409 *D, Hr), ne haine 


lorsque deux systèmes sont divisibles l'un par l'autre, leur rang de 
divisibilité moins 1, sera donné par la différence de l'ordre des variétés 
représentées par les éléments de l'un des systèmes et par ceux de l'autre. 
En un mot, le rang est relatif à la variabilité donnée; il est égal à la 
diminution du nombre des variables + 1, par une condensation de ces 
variables, à l’aide des indéterminées w, v, ..., w. 

Il me. reste à faire une remarque importante sur la généralisation de 
l'idée de contenant et de contenu que nous avons été amenés à donner dans 
ce paragraphe. En disant que les formes Æ considérées étaient primitives, 
je me suis conformé au langage habituel et j'ai entendu par forme primi- 
tive une forme dont tous les coefficients n'ont pas de diviseur commun. 
Maintenant que nous avons introduit là notion de diviseur d'un rang 
queleonque, il faut distinguer; j'adopterai à cet effet, la terminologie de 
Gauss et jentendrai par forme proprement primitive une forme dont tous 
les coefficients n'ont aucun diviseur commun d'un rang queleonque. Or 
rien ne nous dit que les coefficients des formes Æ considérées n'ont aucun 
diviseur commun de.rang supérieur au premier; nous savons au contraire 
que des fonctions de deux variables déja, sans diviseur commun de rang 
un, peuvent s'annuler pour des valeurs particuliéres données à ces variables. 
Il en résulte que ces formes E ne sont en général pas proprement primis 
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tives, mais seulement improprement primitives, et que les équivalences, et 
par suite aussi la décomposition, obtenues ne doivent étre considérées que 
comme des équivalences impropres et une décomposition impropre, c'est à 
dire telle que chaque pas fait en avant se rapporte, non pas à tout l'en- 
semble de la décomposition, mais seulement aw rang ou lon se trouve. 


C'est dams ce sens, et dans ce sens seulement, qu'il faut entendre l'équi- 


valence du système (G,, G,, ..., @,) et de l'ensemble des fonctions 
R,, R,,..., R,,,. Nous réserverons le symbole ~ au cas où les formes 


E sont proprement primitives. 

Pour terminer, nous pouvons répéter, pour chaque rang plus grand 
que wn, les raisonnements de la fin du paragraphe précédent. Nous 
sommes alors amenés à distinguer entre les systèmes décomposables et les 
systemes impropres que nous avons exclus de nos recherches, au moins dans 
ce Mémaire. Pour compléter la théorie générale de la décomposition des 
systémes, il reste à caractériser plus spécialement ces systémes impropres 
dont M. Kronecker a, le premier, donné un exemple. 





Cuapirre V. 


Théorie générale de l'élimination. 


un 
- 


De Véquation résolvante. 


1. Le but que l'on se propose dans le théorie générale de l'élimina- 
tion est de reconnaitre la nature des restrictions apportées à la variabilité 
d'un nombre queleonque de quantités variables par un nombre également 
queleonque d'équations algébriques reliant ces quantités. 

Dans la théorie de l'élimination proprement dite, on étudie de plus 
prés les systémes d'équations algébriques soumis à des conditions plus 
spéciales, particuliérement ceux où le nombre des équations est égal au 
nombre des variables. 
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Nous nous occuperons ici exclusivement de la théorie générale de 
l'élimination. 

C'est DEscAnTES qui, le premier, considéra la solution d'une équation 
F(x) = 0o, comme la recherche des restrictions apportées à la variabilité 
de la quantité essentiellement variable a, par la condition déterminée 
F(x) =o. Avant lui, on n'avait envisagé la résolution des équations que 
comme la recherche des valeurs qui, substituées aux inconnues, vérifient 
les équations données. Dans la théorie générale de l'élimination on néglige 
enticrement ce dernier point de vue et l'on se place à celui de DESCARTES 
en l'étendant à un nombre quelconque d'équations entre un nombre égale- 
ment quelconque de variables. Le mot éliminer n'a pas le sens de laisser 
de côté, mais au contraire, celui de fixer, en les séparant, les restric- 
tions apportées à la variabilité de plusieurs variables, par des équations 
algébriques. 

Soient donc 


^Y 2 M. > 
Ge (Lig 2 c M NOE (E—1, 2, ..., m) 


m équations algébriques reliant les » variables z,, $5, ..., T,. Les 
coefficients des fonctions entières G,, G,, ..., G,, font partie d'un domaine 
de rationalité donné sur lequel nous n'avons aucune prise. Nous avons 
prise au contraire sur les variables x, æ,, ..., æ,, et nous cherchons 
la nature des restrictions apportées à ces variables par les équations 
considérées. Comme le domaine de rationalité peut lui-méme contenir 
autant de variables que l'on veut, le probléme ainsi posé est plus général 
que si l'on.se proposait de trouver la nature des restrictions apportées à 
toutes les variables paraissant dans les polynómes G,, G,, ..., Gn, par 
lesurelations.iG, —410, 02 OE er uu 

Les restrictions dont nous parlons se distingueront tout d'abord 
par le plus ou moins de variabilité qu'elles laissent aux quantités 
M, Lp, +++, D,. Nous devons done chercher, avant tout, à transformer le 


n 


système d'équations 


en un autre qui, tout en lui étant équivalent, sépare nettement les diffé- 
rents degrés de variabilité que possèdent encore les quantités 2,, dy, ..., d. 
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L'analogie de ce probléme et de celui dont nous avons exposé la 
solution dans le chapitre précédent est manifeste; la seule différence est, 
qu'au lieu d'un systéme de fonctions, nous considérons un systéme 
d'équations, et que, par suite, au lieu de la transformation du systeme 
GAG. IG) en hy, Res «B4 nons ;obtenons. celle, du ‘système 
d'équations 


neo ES c 10 


en une seule équation 


PoE Rote VRBEE LOS 


l'équation résolvante du systeme. 

En conservant les meines notations que dans la recherche précédente, 
nous voyons immédiatement que si les variables x,, x,, ..., cr, sont liées 
par les relations 


Ge oU EM 





il faut, ou bien que le résolvant À soit nul, ou que nous ayons à la fois 
IRON 0,426 Mn = ©: 
Si ce dernier systeme d'équations est vérifié, il faut, ou bien que le 
résolvant R, soit nul, ou que nous ayons à la fois 
Mos Or 
Ainsi de suite. Enfin, si le systeme 


RO CIS 


m 
n—2 


est vérifié, il faut, ou bien que le résolvant À, soit nul, ou que nous 


ayons à la fois 


Tr op xod ape —.o. 


Cette derniére alternative est impossible, puisque les fonctions Zi", 
re», ..., Ze de la seule variable x”, sont sans diviseur commun. 
2 ; 


m 
n— 


Donc, si les équations 
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sont vérifiées il faut que l'un des résolvants Z4, R,, ..., R, s'annule. 
Inversement, si l'un de ces résolvants sannule, nous avons à la fois 


Les restrictions apportées à la variabilité de z,, x, ..., v, d'une part 


n 


par le systéme d'équations 
(Go, Gro XEM EDT S ND 
et de l'autre par l'équation unique 


Jd sao d. = © 


n 


sont donc absolument les mémes. 

Nous sommes ici dispensés de rechercher, comme nous l'avons fait 
dans le chapitre précédent, la nature de l'équivalence des systèmes 
(LP, LP, ..., Li?) et de ceux dont les éléments sont les coefficients des 
formes S,, ce qui simplifie considérablement le probléme. Il my a plus 
d'équivalence propre ou impropre; l'équivalence indique tout simplement 
que les restrictions apportées à la variabilité de x,, r,, ..., x, par le 
systeme d'équations données et par son équation résolvante sont identiques; 
nous pouvons donc écrire 


(6, = 0; 0, — 0€ x, GC ONE eee 


De plus, le probléme général de l'élimination peut toujours étre 
résolu, tandis que nous avons vu que celui de l'équivalence des systèmes 
ne peut l'étre complétement que si les différents résolvants n'ont pas de 
facteurs doubles. Il est vrai que cette restriction qui est, comme nous 
lavons vu, dans la mature des choses, puisquil y a des systémes non 
décomposables sans être irréductibles, a une fächeuse influence sur la 
théorie générale de lélimination. Elle nous empéche de tenir compte de 
l’ordre de multiplicité des solutions du problème. Ainsi, en appliquant 
la théorie de l'élimination à la géométrie, nous isolerons certainement 
toutes les surfaces, courbes et points donnés par un nombre quelconque 
d'équations entre trois variables x, y et z; nous marquerons fous les points 
de l'espace dont les coordonnées vérifient simultanément les équations 
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données; mais si A sont ces surfaces, B ces courbes et C ces points, il 
se pourrait fort bien que les surfaces représentées par les équations données 
eussent, par exemple, outre les points C un point commun sur B, sans 
que nous obtenions autrement ce point que comme un des points de la 
courbe B. 

Pour ne pas étre obligé de changer de notations dans le courant de 
ce chapitre, nous désignerons tout de suite par &,, non pas le plus grand 
commun diviseur des fonctions AY, AMP, ..., KT 7, mais le quotient 


de ce plus grand commun diviseur et du plus grand commun. diviseur 


quil a lui-même avec sa dérivée par rapport à x”, de sorte que, si pour 
| I jue, st 


un instant À, représente encore la fonction considérée jusqu'ici, notre 


nouvelle fonction R, sera égale à 


R, 
Dv (R, - D «ni R, ) 





c'est a dire à l'ancienne fonction À, débarassée de ses facteurs multiples. 
Comme nous ne pourrons tenir compte des solutions multiples, ce n'est 
pas une restriction que nous faisons là. 

2. Dans ce qui va suivre, nous interpréterons chacune des expressions 
R, indépendamment de toutes les autres, en recherchant de quelle maniere 
chacune des équations À, =o limite la variabilité de m, a, ..., v,. 
Nous pourrons done supposer que les systémes de- variables que nous 
avons distingués en affectant les quantités z,, 2, ..., 7, d'indices 
supérieurs soient tous les mêmes; cela revient simplement, géométrique- 
ment parlant, à interpréter chacune des équations À, — o dans un autre 
systeme de coordonnées en nous réservant de choisir convenablement 
chacun de cés systèmes. Mais pour éviter toute confusion nous désig- 
nerons par 


> Ya; * I) Un 


au lieu de x,, z,, ..., r,, les nouvelles variables considérées; ce sont 
des variables se rapportant à un systéme d'axes coordonnés mobiles. 
Nous désignerons de méme par y la fonction linéaire à coefficients in- 
déterminés 


y = UY, =F Uf. + 2: 000 BE Ud, Un = dc 
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Nous aurons alors, dans le domaine de rationalité donné, l'équivalence 


[Gils Jos very Ya) fey G 1s Yay vs d al 
PRY? GBP. DUS RE" 
x [A (y, Yır o Mao, Us ce.) u,); e$ H, (Wy, Jis, Una, Uy se.) u,)]- 
En posant 
yo 9, 3y A Vi eee sys) Jp M 


et en remplacant y par sa valeur tirée de cette équation, il vient : 


[Hi(ys Vis s ue, y e U); HS is s roy Mis eee, Uni ee 
2283 HAUS TAN ERR 

"DAI. di. y aras Mie ed SU Vs tos a a ae CE CREER 
Sof KV ns 22:0 Van 

SP Ey yg ey yeah di. 09510, ge do) 

RDU FU ror) Maas Clay sep nls serm (Vo Dion teen 

Le résultant S, sera ensuite pris par rapport à y, , comme tout à l'heure 

par rapport à z, ,, et ainsi de suite; mais, apres avoir introduit chaque 


nouvelle fonction linéaire à coefficients indéterminés, y, c'est y%?, et 


non pas 5, , par analogie avec x, ,, quil faudra remplacer dans le 


n 
systeme considéré par sa valeur tirée de cette relation. 
D'ailleurs; -en1désignant: «par nu, ud ur 52 uy age rede 
nouvelles indéterminées on a 
, , , , 
Y = UV, = Wy Hf» 3E $9 xls Un—2Yn—s» zl Ua Yn 1 + Uu, 

et, en général, 

(kK) __ 4,00, (A) @) 4: (E—1A 

y — m Yı À M3 Ya cb sche Men 1 Ve ri U Un ERIS ES 

zr tah. + Un —2Yn—2 =F U, sa 25 UM, - (k=1, 2, ...) 
Nous obtenons ainsi l'équivalence 
Y 

[Gin Yos ia Me) Yn) x O; GJ, Ya; OO] Yn) == O; ao ce. Gi, Yos Dua Cur) Yn) = o] 


(h—1) (h—1) 


u 
; (A —1) Es 
^ [Ira e » Vas Yar see unas Vas y May y U js ut) = o]. 
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De ce que, les quantités u”, wu, ..., uw désignant toujours des 
indéterminées, léquation résolvante R,R,... R, — o est la conséquence 
nécessaire et suffisante du système d'équations G, = 0, G, — 0, ..., G, — O, 
nous allons déduire une transformation importante de cette résolvante qui 
nous fera clairement voir le róle fondamental que jouent les indéterminées 
u”, uy ..., wu, dans la théorie générale de l'élimination. 

A cet effet nous allons d'abord rechercher toutes les valeurs de 
chacune des variables 5,, %, ..., y, qui peuvent vérifier le systeme 
donné. Commençons par la variable y,. 


C—U se transforment toutes en Y,, 


Les expressions. 9 y ros oy 
lorsque nous substituons aux quantités indéterminées #,, 4, .... 0, 3, 
Vi) Voy +++) Unes +++) W la valeur zéro. Si done nous-répétons tous 
les raisonnements qui nous ont amené a la décomposition du systéme 
donné sans faire aucune substitution linéaire à coefficients indéterminés, 


ce "qui'revient/^à remplacer y, 9; y"; 22%, y) 


par 5,, nous pourrons 
dire que le résultat obtenu est le méme que tout à lheure, à condi- 
tion de substituer aux indéterminées les valeurs zéro, à l'exception de 
Uns Unes ce Wy. qui sont définies égales à l'unité. Nous obtiendrons 
ainsi l'équivalence 


(GONE gr FTE —O) 
n 
3(n) . . 
u (Yaa Vis Yay e209 uos Où Oy very 15 4e) 


dans laquelle nous avons donné à À, l'indice supérieur (#) pour indiquer 


que j^ 
expression comme une fonction de y,. D’après ce que nous venons de 


, y est remplacé par y, et que nous considérons spécialement cette 


dire Aj? sera le plus grand commun diviseur des coefficients du résultant 
SW, des deux fonctions 


m 


k—2 


T (k—2) 4 : 5 Y 
X. D Eo Ce Ue RE Les e On Oye Re) 
et - 


m k 


7 7(k—2) , , . 5 
= VL (Ya Vis Mos o Mako In-arı3 Où Oy +. 15 O, ... *) 


par rapport à la variable y, ,,,, ce résultant étant considéré comme une 
fonction des indéterminées U et V. 
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Les racines de l'équation AR) — o sont fonctions algébriques de 


1) 


Uis Yor eee uas Soit 76” lune quelconque d'entre elles. D’apres ce 


que nous avons vu sur les propriétés du résultant, comme $7", est nulle 
pour 9, = 7% ", les deux fonctions précédentes auront pour y, = x; " 
un diviseur commun en 9, ;,,5; il y aura done sürement une valeur de 


Yo Para = 4252, telle que nous ayons à la fois 


pete 


2)/.,(kK—1) , ; ibys 
hel Lie (7% , Yi Yo 5 Sms) AP 19 Yn—r > as k+19 0,0, ..., I; Oo, eise —9 
= 


et 


2)/ ,  (k—1) 1 (k e (^ . == 
ey AA PEE Mis Moses sp Yan Te 1 Os, SEC DRILL 
= 


et, par suite, simultanement 


(k—2)/, (k—1) : (E - ^ e 
aD, its Yb ok nine ops tme Oba Cote RO CEE BR 


> (u=1, 28.0 


comme nous nous en assurons facilement en eonsiderant un nombre assez 
grand de systèmes d'indéterminées U et J” auxquels correspondent, il est 
vrai, des résultants Sj?, différents, mais cependant la méme fonction Ry”. 


Puisque toutes les fonctions ZU” sont nulles pour y, = x7 ? et 


Yu = "al: il en sera de méme du résultant Si), des deux fonctions 


T f (k—83)(,(K—1). , ap (kK—1) 3 : 
om (nh , Ns M», de Li) Qn—k+19 Yn—k+235 O, O, ..., I; Oo, à aig) 


LL 


= 
N (k--1) yt) : : 

> BEE), Wis Yo ne Yes Faccia) ©, (Oj ue meee | 

(l 


do 


qui est pris par rapport à y, ,,,; car Kj ? — R, ‚Zi ^ et les systèmes 
désignés ‘plus. haut "par Mer, rs... 225), (al bi ER 
(Ke, KE, ...) sont ici- identiques. De ce que Sp, est nul ypour 
y, = GY et y, qua = WGN, nous concluons comme tout à l'heure qu'il 


y a sûrement une valeur de y, ;,». 


— SE) 
Yn—ır2 — Nn—k+2 
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telle que toutes les fonctions 


(k—3)(,(kK—-1)_—, : (&—1) G1) € 1 
M UU Pu c Hrs et Ru 0,0, 2p (ES One...) 


soient nulles simultanément. 
En continuant ainsi, nous voyons enfin que le résultant Sj" est 
nul, pour 


D =k)... , EE Du. CET — y(k—1) 
Yn = Yin , YUn—r+1 Ls Yn—k+1 ? Yn—-k4+2 Er Qn =) at hs OMC) Yn—s E Yn—2 z 


Ce résultant est pris par rapport à y, ,. Il y a done nécessairement une 
valeur de y, , 


— Q4G6-D 
Yn-ı m3 7]n—1 
telle que les équations 
( , (k—1) (k—1) G—D\) —- 
L, (nf » Wis Yos ee Yn—ks Yn—k+19 Qn- E23 i515 Qn-1 Me Oo (4—1,2,..., m) 


ef, par suite, aussi 


2 (k) a ; (k—1) (k—1) (k—1)\ __ 
ING) ae ae ed a) — O^ re 


soient vérifiées simultanément. Mais 
RU ne do) GAS Yar +s Yan Yu); (h=1, 2, «...m) 


nous pouvons done énoncer la proposition suivante: 


(k—1 


A toute racine 7% " de l'équation Ry” — o correspond un système 


au moins 


(k—1) (k—1) (k—1) 
Nn—k+1 > Nn—kt2 » ey Nn—ı 


tel que les equations 


; (k--1) (k—1) (k—1) (k-1)\ — 

Gin Ya, ann Yn—k> Yn—k+1> Yn—k+29 QE Er Yin , Qn ) = © 
(k—1) (k--1) (k—1) (E—I)y == 

G2 cgi. SURE D EIS QUPD. re fe 15 De 4 nid 
3 : (k—1) k—1) (k=1) CDN = 

GU; Ya; DT Yn—ks Zin—k&13 yi CRC) Qn—-1 , An = © 


solent vérifiées simultanément. 
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Ceci a lieu pour k= 1, 2, ..., n. Ainsi à chaque racine y, = 7, 
de chacune des équations Rf? — o, R — 0, ..., B? — o, correspondent 
respectivement des valeurs de Oo, 1, ..., (n — 1) des autres variables 
qui, jointes à z, elle-méme, vérifient simultanément les équations données. 
Nous obtenons done des variétés différentes satisfaisant au probléme, suivant 
la résolvante À, — o dont nous considérons les racines aprés avoir substitué 


aux indéterminées la valeur zéro. 


Inversement si & est une valeur de y, qui permette de vérifier 
— 0, il faut que, 


ou bien fy? soit nul pour y, = &, c'est a dire que & soit égale à l'une 


simultanément les équations G, —'0, G, — 0, ..., G. 


m 
des racines z, précédemment définies, ou bien que toutes les équations 
LC is Yaa v. be aay OR IOs, er (1,2, 4 M). 


soient vérifiées. Dans ce dernier cas le résultant SY s'annule pour 


y, = 6; donc, ou bien JA"(C) =o et alors 


- 


4 est égale à l'une des 7, 
auxquelles correspondent, dans notre notation, des valeurs de y,_,, 
Yn—. = 7H, telles que 


Y , ; 
G9 5 Yo On gn) Yn—2 3 Zn? 2.) ao (h=1, 2, ...,m) 


ou bien toutes les équations 
(FP a = = 
LAG 91, 92; eee ess '05 05 2-5 1540) OO er ee u 


sont vérifiées. Ainsi de suite. Enfin, ou bien A? sannule pour y, = 6, 


et alors € est égale à lune des racines zi" 


yj’ ? auxquelles correspondent 


des solutions 


(n—1) (n—1) (n—1) 
1 » Mm 3 ***5 Anl 


telles que 


zy, (n—1) (n—1) ‚(n—1) (n—1)\ __ 
Gi (yi ? 72 2 7) Qn 1 22 E Oo, (h=1, 2, ...,m) 


ou bien toutes les fonctions 


—1) E . . 
Di UERO, 05 = <> ME an 1) (h=1,2, .., m, ,) 
e - 
s’annulent pour y, = &. Ces fonctions étant sans diviseur commun, cette 


derniére alternative est impossible. Done toutes les valeurs de y, pour 
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lesquelles les équations, G, = o, (h = 1, 2, ..., m) peuvent être vérifiées 
simultanément sont nécessairement racines d'une des équations Ry? = o, 
(D — uy 2.0 0) 

Si nous n'avions pas simplifié l'écriture en considérant les variables 
y au lieu des variables x, rien ne serait changé au raisonnement lui- 
méme, comme on s'en assure facilement; les variétés obtenues seraient du 
méme ordre; seulement l'énoncé de chaque transformation serait beaucoup 
plus long, puisque toujours des fonetions linéaires, à coefficients entiers, 
des éléments considérés remplaceraient chacun de ces éléments. 

Pour trouver de méme toutes les valeurs de la variable y,_,, 
= 1, 2, ..., (n — 1)] pouvant vérifier simultanément les équations 
G, — o, (k — 1, 2, ..., m), nous opérons d'une facon tout à fait ana- 
logue. Seulement au lieu de substituer à toutes les indetermindes 
Ug SECO PREMO EROS UR , W,, la valeur zéro, nous ex- 
- cepterons w, ; que nous remplacerons par l'unité. Alors toutes les expres- 
sions y, ÿ, J^, ..., 9" > seront remplacés par y, ; + 9,5 nous considérerons 
tous les résultants comme fonctions de cette variable, w, ; + y,, ce que 
nous indiquerons en les affectant de l'indice supérieur (n — i). Sauf cet 
indice supérieur rien n'est changé au raisonnement précédent. — Done, 
toutes les valeurs de jy, , qui vérifient simultanément les équations 
G — 0, G, — 0, ..:, G, = © sont nécessairement telles que y, , + y. 
soit racine de lune des équations RE" — o, (k=1, 2, ..., m). En 
rapprochant ce résultat du précédent nous obtenons toutes les valeurs 
cherchées de y, ,; elles sont fonctions algébriques d'un nombre de variables 
indépendantes qui dépend de l'indice 4 de la fonction A7 ? dont ME 
est racine. ‘Tout ceci a lieu pour — 1, 2,..., (^ — 1). 

En résumé, tous les systémes de valeurs qui vérifient simultanément 
les équations 
Gy as s Yn) = Os Gas Yor ces Ya) Oy o Gy Js Yn) =O; 


se composent 1* de fonctions algébriques d'un certain nombre de variables 
Yrs Yor «++, Yu et des éléments du domaine de rationalité donné; 2° de 
ces variables ellesanémes qui restent indépendantes. Les fonctions algé- 
briques dont nous parlons sont toutes comprises parmi les racines des 
équations 

Re-» eee ae) 


k=1,2,..,n 
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de manière qua chaque valeur de ; corresponde spécialement un des 
indices de y. Le nombre de variables restant indépendantes dépend de 
l'indice k; il est toujours égal à n — k, de sorte que pour k =n, il 
est nul. | 

3. C’est ainsi que l’on peut trouver sans aucun artifice tous les 
systèmes possibles vérifiant simultanément les équations 


(GEB Ou e on 


Mais ces systémes se présentent sans aucun ordre et les solutions obtenues 
ne nous donnent, par suite, aucune vue sérieuse sur les restrictions apportées 


par les équations G, — 0, G, — 0, ...,.G, — o à la variabilité des 
quantités essentiellement variables y,, 4,, ..., y,. Or cest précisément 


dans l'étude de ces restrictions que consiste la théorie générale de l'éli- 
mination. Il nous faut done chercher une autre solution et c'est ici que 
les quantités indéterminées w,, #,, ..., 4, viennent s'imposer tout naturelle- 
ment à notre attention. 

Le résultat obtenu jusqu'ici n'est cependant pas inutile. Il était au 
contraire nécessaire de l'obtenir tout d'abord et nous en ferons usage dans 
un instant. 

Reprenons tout à fait le méme raisonnement que tout à l'heure; 
mais en faisant cette fois-ci, comme il a été indiqué plus haut, les substi- 
tutions linéaires à coefficients indéterminés. 

Considérons chaque résolvant R,, (h — 1, 2,..., ») que nous obtenons 
ainsi comme une fonction de j^^" seulement ce qui revient à joindre les 
autres variables jj, Yo, ..., y, ,; au domaine de rationalité donné. Soit 
-» une quelconque des racines de l'équation À, = o. Nous allons 
démontrer qu'à chaque valeur z/^ " correspondent des valeurs de 


alors 7" 


Yno Ja + EOM] Ja—n1—1i 


qui sont fonctions algébriques de Yı, %, .., y, ;, et vérifient simultané- 
ment: les equations, G, — 0, 63 —105 dh 6: 10. 
Comme, par définition, 
h— 4 : 3 wd. of We. 
TON C RUE EUR RB DU DAME AE 


A (h—1) (h—1) (h—1)\ __ 
site me 5150 My eee RO 
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nous avons aussi 


h—1) h—1 A . 2 N . 
ee ee U ys Mayo seg Maca o qe 


(h—1) 
1 


. (h —1) (h—1)\ __ . 
eco Rou! 5 Og coon CNET) SS, (91,2, m, ,) 


donc 
(h—1) f (h—1) (h—1) (h—1) (h—1) i ^ 
Si (7 Si ty Yı OS tz Mg: Lo Yn-hs Ji Jos sees Yun 


Scy "EET DE (h—2) (hm E 
U UAR RUES Lee a ins ee TUUM AUS ne sd) — Oo 


et, par suite 


(h—1) (h—1), (h—1) (h—1) t x 
S, 4( Te Be h Yi em ty Yo ei Ac Em UN Yu—h3 Jis os +. Yn—ns 


Unc Xd S COM SCR À 


n? 1— 


. . £44(4—2)  4,,(h—2) (h—2) Th FEN _ 
pce d MC cU un moe e tte Ud ic^) Re) 
quel que soit l'indiee Æ des indeterminees U et V. 

Mais alors, d'apres la propriété fondamentale des résultants, les deux 
fonctions 


ee 


m. 2 
(k) F (h—2) f. ,,( —2) 5 . “ & 
Im U a Uae EA yes Ma US coh y Mo Sod 


i-l 


SOD ich 2) (h—2) 
UM U ss +024 usc 


et 


m, 2 
» T(k) F (h—2) { , (h—2) = - r 
ZI L; (y » dh DENIM) Yn—h41 5 Uy, eer, UNS Us... u 


i=1 


(h—2) (h—2) (h—2) 
CR IA ee» Ty 


dont S, , est le résultant pris par rapport à 5, ;,,;, auront pour 


(h—2) (h—1) 


A (h--1) (h—1) (h—1) 
ety exo TU a oman nap S 


y 


un diviseur commun en j, ,,,; il y aura done surement une valeur 
de Yn—h+1 


a, At) 
Yn—h41 Gr Nn—h+1 
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telle que lés deux équations 


k) p (h—2)(. . (h —1) (h—1) ü bs 
X [Uf LL (7 SE ty Yi OE eae (a h Y, -h* Ui VEN I) Yn—hs Mn—h+1 5 


mem 


" , , + à s (h—2) (h—2) (h—2) E. 
TTE ACC RO Tes eet gis itm = © 


v r(k) p (h—2 (h —1) (h—1) (h "Y 
Zu Li (n = f hh gs eller eR (o Une h* Ms M». ID) Yn—ns Yn—h+1 , 


E 


: x / s A i (h —2) (h—2) 
MMC RE TET Der: sr, a, ous ese 


soient vérifiées. En donnant à Ventier % un nombre assez grand de 


'aleurs, nous voyons que les équations 


(h-2)(. (h—1) (h—1) x (73) 5 
Li (7 «Fs ty Ua EE er Inn» Mis Yas 55 aho Nn—h+13 
, ' (h—2) (h-—2) LE 
U le Aaa UR CARE A EE E WE oe is AA ee 
= (i=1, 2, my. 0) 


sont elles-mêmes vérifiées. Mais alors il en est de méme des équations 


9 


7(h—2)/, (h—1) (h—1) (h—1) A 
AS (y EL t LY Me + re (ae Js A» Mis Mas s Jano Yi -h+19 


; (h—2) (h—2) en: 
(ie ee Ox ete EIE TRO aoo rmm 0) 
pour y D = ¥° et y = 203215 donc aussi des equations 
(1—2) fL (h—1) (h—2) (h-—2) (h—2),(h—1) (h—13 , 
$i (7 ET ty Us —h Yu n— Yn—h+ 15 Yis Yoo ee Yuan wos 
h—: h—3) 
YE TC OT TR RUE ; ub -9 luy US) ELIO aa 


par suite, l'équation 
Y (h—1) (h—2), (h —2) 2), (h—T) ^ (h—1) . 
S, X» "y Hh Yı kn Ei h Garay TES lj n—h+1 , Yı , Yas SI) Un—h» Nn—h+1 , 
(h—3) : aj —39) (k) MN — 
u, a RR) = 


p, UNE LON... 


-est elle-même vérifiée quel que soit l'indice & des indéterminées U et V. 
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S, , est le résultant, par rapport à y, ,,; des deux fonctions 


m.s 


(k h—3)(, (h—3) 4 31! 21^ 
) [U: pe (u^ 2 his Yo; "CURA Yn—h+23 hoc t Un, Us...» 4 9, 


1—1 
Q4 (13) h—3) 
sue s. ou M 


m, 3 


Ak) J (h—3) (h—3) ar! nt 
YI Wi ere (Catia aot Me CER AEN cera a fiar dina a x Mcd spe: 


i=1 


(h—3) (h—3) 
ondas ema reels 


Ces deux fonctions s'annuleront done simultanément pour une valeur au 


moins de 5, ;,. 


ey A) 
Yn—h+2 = Qn—h+2 


y" et y, ,,, étant respectivement égales à 7" et z77»,. 


En continuant ainsi nous arrivons au résultant jS, et nous trouvons 


des systémes 


(h-1) (h—1) (h—1) 
Yn—h+19 Yn—h+2 De E VICE Yin—2 


vérifiant l'égalité 


(h—1) , , , " , (h—1) , (h—1) 

S, (7 E bn > A To ee] bn Yan Bin UT ihid LUE COO ey tn—284n—2 , 
(h—1) (h—1) T(k) "OU AW S. Pr 
hs Yr) "eer Yn—h > Mn—h+1 CIO | Yn—2 , Uy, ces Uns U ? J ) 2207 


S, est le résultant, pris par rapport à 5, ;,. des deux fonctions 
m 


(k) : "n 
2 DÉC AR AR a Pee Vig ds Hasc LU) 


3 m 


7(k) 5 
PE Lily; Jis EOD | Yn—25 Yn—ı3 Us Dour U,,) « 


Ces deux fonctions s'annuleront donc simultanément pour une valeur au 
moins de 7, , 


irr (A1) 
Ya—ı na Yn-1 
a condition que 


Ya—ız1 , Yn=n+2 Lr Cale | 4 n—2 
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solent déjà remplacées par leurs valeurs respectives 


(h—1) (h—1) (h—1) 
Y]n—h4-1 , Yn—N+29 Où Du) Mn—2 2 


Nous en concluons que les équations 


(h—1) ' ' ' 0 (h—1) , (h- 1) 
L(y a, ys Ec LU = NW Zr DT e. mA USS ene peel e conne LE (AES SETS , 


; (h—1) (h—1) (h—1) ‚(h—1) ; LE 
Jis Ya» VIT] Yn—h3 Zhn—h41» Yn — Rte ees Yn—2 , QnA , Uy, ARR) u,) = 0) 


sont vérifiées simultanément, et que, par suite, les fonctions 


Ky PE 9351 7 18583493033 Bugs Ft) (i21,2, .. m) 
s'annulent simultanément pour 


1 


4 x Nr )— UA usd Lf» Amar BC ns Be 


AU UE) . = 
Yn—h41 = Mn—h+1 5 J/n—h42 ee Yn—h+25 PS» Yn = n—1 . 


Mais 
Y = WV, + Un Yo =F ene E V, 12 + UnY n ? 


et, en faisant cette substitution, les fonctions A, se transforment en G,, 


(er More m): Nous avons done aussi 
GG, Gan <= => Yn) = © b hea.) 
pour 
Le PR) 2 SUD (AT) 
Yn—h+1 FT Yn—h41 ? Yn—n+2 = Nn—n+2 * D TONO Yn—1 a" Mn—1 , 
et 


: ? a (h—1) ve , , F 
Ud, + 393 + --- us ma =F Ui [9s — <-> el eae 


c'est A dire 


5 (h—1) ; ; (h—1) (h—1) 
Yn EX N A Lis OO REOS bn —h+iYn—htl tn—h424n—ht2 SIT 
(h—1. EI 
LORS ER. ‚Seen , toy — Un: 


En désignant cette valeur de y, qui est, comme % 411; 7, 442; +++» & 7, 
fonction algébrique de 71, y, .... Yun, par 7%”, nous pouvons aussi 


énoncer le résultat obtenu en disant que pour 
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(hn—1)' __ ; (h—1) (h—1) 
Ge TEE A <= AVE 2È oa 0 + LUE + D kA AI + En on A t3 + c'e) 


(h—1) (k—1) 
Cre == CEE ef) at == Unn 


le résolvant 


(h —1) 7 ; 344, —1) h—1) 
107-107 Dao goa dias iles quid Abu Ceo Isdem hs Bo quee ) 
* . , L Le 
sannule, tandis que les équations 
Y (h —1) „(h—1) (k—1)\ |. . 
Gly » Yor 5555 nn» Yn—h+1 E nn +2 PER] Qn ) = © (i—1, 2, ..., m) 


sont vérifiées simultanément. 
Mais nous avons vu, plus haut, que, pour y,, #,..., Yu. variables, 


toutes les valeurs 7}, Ya, ..., 76 ? vérifiant simultanément les 
équations 
Y (h—1) (h—1) (h—1)\ __ 
Gin, Yo ss Yn—hs Yn—h +19 Nn—h+29 9,0%) Yn ) 10 (i=1,2 m) 
= (h—1) (h—1) (h—1) (h—1) (h—1) (h—1) & h—1 
sont telles que qos h+1 Qn > 7n—h 43.2 xis Gn 39 a OS | 7 3E Gn et 25 
vérifient respectivement les équations 
(n—h+1) __ Din—h+2) __ n—l) __ (72) Fae . 
^h — O, A OS Ut; — O, Hy = 0; 


1) (h —1) (h—1) (h—1) 


toutes ces valeurs 7. ea es De Be sont, par suite, 27 


dépendantes des indéterminées w considérées, et seulement fonctions 


1? 
algebriques de 71, y, . ., y, 4. Tout ceci a lieu pour kh = 1, 2, ..., n. 


- D'autre part, comme l'équation résolvante 
Tee Res fe — 0 


représente exactement les mêmes restrictions apportées à la variabilité 
de yi, Ja, +, y, que les équations 


COR Geo. ee Ge © 


Cm 


chaque systéme vérifiant simultanément les équations données, doit aussi 


vérifier l'une ou l'autre des résolvantes R, = o, (h — 1, 2, ..., n). 


Donc les systèmes 751, ms ..., mt, mt, correspondant à 


(h—1 


chacune des racines z^ ? de l'équation R, = o, pour BF ZINN aot 


Acta mathematica. 6. Imprimé 7 Juillet 1884. 19 
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et ces systèmes seulement, vérifient simultanément les équations G, = 0, 
G, — 0, ..., G, — o. De plus, nous savons maintenant que les élé- 
ments de ces systémes ne sont pas fonctions algébriques des variables 
qui restent indépendantes et des indéterminées introduites pour résoudre 
plus symétriquement le probléme proposé, mais sont, au contraire, seule- 
ment fonctions algébriques des variables qui restent indépendantes. 

Nous avons ainsi, comme tout à l'heure, trouvé toutes les valeurs 
de Yi, Jo. -.., y, vérifiant les équations proposées. Mais tandis que 
sans l'emploi des indéterminées nous ne savions pas comment ces valeurs 
se groupaient en systèmes, nous obtenons, à l'aide des indéterminées, 
simultanément les valeurs correspondantes de y,, 5,, ..., y,. Elles nous 
sont données toutes à la fois par les racines des équations résolvantes 
R,— 0. A chacune de ces équations répond un nombre différent de 
variables qui restent indépendantes et, par suite, une variété différente 
vérifiant le systéme proposé. : 

Comme les résolvantes peuvent ¢tre mises sous la forme 


Bilas nl t tls as ts Vp ts) DL En 


Q) 


— II(v — UY — uy, — 2. m May — xu) = 0 


(i) 


RY’, Oise nen Yeon Me wo he sa e = Hy — Hoi) 


(i) ~ 





, > , , 
= Ty E u, Vi E A UB) pas) Yel tee ea 1t, 99, —2 U, -17]»— ET Unni) —'O 


et, en général, comme 


KA—1) (1 —1) wu» (1—1) h—i) 
y o) rus VAR NS ee NES ES |) IT (y^ — 7} ) 
(i) 
ER j^ -D,  5,(01—1) (h—1) (h—2) 2 (4-1) y» p 
= Hy u, Ye, Ya Unit n ntii 7:7 UN ni = o 
i 


Re 1. 2 09 See 
( » 9) 


nous voyons que chacune de ces résolvantes dépend, au plus, de » in- 
déterminées, Dans toutes les fonctions réunies Z4, R,, ..., R, ne pa- 
raissent méme que les # indéterminées uf", wy, 22.5 Whos Unis Und 
on pourrait done, dés le début, n'introduire qu'un seul systéme d'indé- 
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terminées, au lieu de (& — r) systèmes; cependant je crois plus naturel 
d'opérer comme je l'ai fait. 

Nous voyons aussi que, considérée comme une fonction des indéter- 
minées qui y paraissent, la forme A, est décomposable en facteurs li- 
néaires dont les coefficients sont fonctions algébriques de y,, Yo, Mn 
seulement. Nous allons, dans un instant, faire usage de ce résultat 
important. 

in résumé, si lon nous donne un systeme quelconque d'équations 
algébriques reliant un nombre également quelconque de variables et si 
l'on nous demande de déterminer les différentes variétés vérifiant ce 
système, nous formerons d'abord l'équation résolvante en égalant à zéro 
le résolvant total débarassé de ses facteurs multiples. A chacune des 
résolvantes partielles correspond une variété d'ordre différent répondant 
au probléme. Cet ordre de variété n'est pas représenté lorsque le résol- 
vant correspondant est égal à l'unité. Dans le cas contraire, pour obtenir 
les systemes composant cette variété, nous considérerons le résolvant partiel 
correspondant comme une fonction des n indéterminées qui y paraissent 
et nous le décomposerons en ses facteurs linéaires. Nous obtiendrons 
ainsi, en remplaçant dans l'expression précédente de R,, y^-? par sa 
valeur ay, + u$? y, +... + Us aya À V, 


(i —1) 
1 


) /„‚k—1) 
Ley UT SIRE A inst cane ye TEC AY E 


= f . (h—1) (h—3) _(’—1) \ (=D) _ 
= VER ae hl — Qn h Lv) EVE SIUE -ht23 7 Anh Lan) b E, xU Jj =O. 


/ 


Pour chaque valeur déterminée de i, nous avons donc 


h—2 h- ‘h-3 h— h— 
ut, Che se > VON) ar Urn i AUS Ze) Sa) ES QAO =F U, (y,, eae Ys >) E 


et comme les w sont indéterminées 


a + ULT) ó — v) + - = Rd) 
Ynızı a Nn- h+1,i9 * Yn- Rot Yn—h+2,i9 OOF Ct) Yn == 7]n,i : 
Toutes ces expressions sont fonctions algébriques de y, 3, > Yun: 


Celles qui correspondent à une méme valeur de i, vérifient simultanément 
les équations données, Yı, Yo, ..., y, , restant indéterminées. 
En donnant à h successivement les valeurs 1, 2, ..., #, nous obtenons 
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tous. les systèmes vérifiant les équations données, et simultanément les 


valeurs correspondantes des éléments de ces systemes. 


S 2. 


De la representation générale des systèmes d'équations. 


Nous allons maintenant considérer séparément chacun des résolvants 
R,, R,..., R,. Il my aura done aucun inconvénient à laisser aussi 
de côté, pour simplifier l'écriture, les indices supérieurs de toutes les 
variables et des indéterminées. 

La décomposition en ses facteurs linéaires du résolvant À, considéré 
comme une fonction des indéterminées #, a lieu identiquement en ces 
indéterminées; dans chaque facteur linéaire les coefficients ne dépendent 


pas des w; nous pouvons done écrire en substituant à w,, Un, ..., Un; 
des quantités variables à, À, ..., À, 


à x : 
TU (95 ME SUR 0:9 aes AXI 


p p 
= IT Ms No, i) T H Y FT A 1— sieie ART n le h+1 Nn- ld d rr ENSE 
t= = 
Pour une valeur déterminée de k comprise entre o et (h — 1) nous aurons 
également, en désignant par « une variable auxiliaire 


RW 915-3 Mens "o Ay er, Ars Pack | PS RERO TEES 


p 
= II (Y una Yo, Tu Ln. i) 
et pour une valeur déterminée de i, i — 7, c'est a dire pour une racine 
déterminée z,, de l’équation R,(y) = o 


D 


Hy — 9; Yrs ces Yn=hs 0, O, ...,5 0,4, 0, ..., 0) = II (y — m, — 92.) 
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la variable a étant au milieu des zéros à la place qu'occupait dans 
l'égalité précédente A, , + a. 

Les deux produits 


p. p 
Il (y "Fu Yo, i Wwe 47), 2 et IT (y Er No.) ETIN ne) 
. 5 ne 
ont un facteur commun y — 75; — Ant) C est a dire 
. 
y PET Ai Cm Ayla ROTER hyn RAGE Aic h +1 Anh SEN TEL 


E Am Sr (A, —k EE Dy een =e À, -k p17]n—k43,j uz DENT Ana: 


Ils n'en ont point d'autres aussi longtemps que les variables À, Ay, ..., 2, 
restent indéterminées. Nous pouvons donc toujours(') trouver des entiers 
Purvis ob. tels: que 


Y nn == m Ya cov VE DORE X han lA a 
Gr Pak 1 Mn 1,5 ae (DP, Á xis a) Ag E Pn- k4 Qn k+1,J RTC u Dan, 
soit le plus grand commun diviseur des deux fonctions 


Fu, Ya 3-6 oy V n—h3 Di; w Eo P) Pnr=k—19 Pak s a, Pn jail tek |e ee) Pn) 


et 


= nmi, Unity Yann OMA ay Oy BO, 2,0) 
où $, désigne ce que devient z,, pour les valeurs particulieres - 
À = Py; I ID DAR RE 
cest a dire une des p racines de l'équation 
RACE TE) I RO 2 =O: 


Ni z,, qui est racine de l'équation Ry” — o, ni 5, y; + 9: qui est 
racine de l'équation Rj’ = o, ne dépendent de À, dy, ..., 4,;-les 7, 4, ne 





(') Comparez page 39. 


> 


150 J. Molk. 

* 
changent donc pas pour les valeurs particulières p, Ps, ..., p, données 
à ces variables. 1 


La recherche du plus grand commun diviseur est une opération 
essentiellement rationnelle; lexpression 


JJ. 
$0, j s AYn- kj 


est donc une fonction rationnelle des coefficients Gj, #1, Yo, ===> uoa @ 
: : . 5 = a d AE | A 
qui paraissent dans les deux fonctions précédentes. — Ainsi en donnant à a 


une valeur convenable, 7 est fonction rationnelle de 6 ;, yi, ys; ---> aas 


n—k.j 
Nn- 4.) — Berl; hs Yrs EN: y. 


Partaeeons maintenant les racines 6, en groupes correspondant aux 
D oJ e 
facteurs irréductibles de À, = o. Soient 


ces facteurs irréductibles, et 


EN, = Il (y Xx Come 
(k) 





Comme toute fonction rationnelle qui s’annule pour lune des racines 
d'une équation irréductible sannule pour toutes les racines de cette équa- 
tion nous obtiendrons la méme fonction rationnelle f, , pour toutes les 


racines correspondant à la méme valeur de »; nous devrons donc écrire 


"^ * v RAS pre, vn, 
(v ES *(v (7 
rs Non wy Sr Dan) ( een = 


Une transformation déjà donnée par LAGRANGE nous permet ensuite de 
former facilement une fonction rationnelle qui reste la méme non seule- 
ment pour toutes les racines de l'un quelconque des facteurs irréductibles 
de &,, mais aussi pour toutes les racines de la fonction R, elle-méme. 
Nous voyons, en effet, qu'en posant 


Il Tr CO yd bas (er 


FE, il ÈS Yun) — 3 ES (eee Hp cs SANT, pm ne TE) 
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nous avons à la fois 


E, gs Mis cto Mua) = fa a ego M to Yun) 
pong 216,20 222, One pour 9 ——M 12... xxr GCestwa dire pour toutes 
les racines de l'équation À, = o. : 
Pour y = $1, par exemple, la fraction, 
| 
Th. 1 (Got) Th, s (Enr) + Tr, + (C0 1) 


(1) 2(1)\ ] ^ed) ze 4 æ(1) 
(& t= ©. ;) Dy I Jh 1( 2 ls zen, 1 n 2 (eo. 2 1 WP 3 (Co +] eee Tis UG ) 





se reduit a Vunite pour 7 — 1, et a! zero pour J— 2, 33... 201 tandis 
que pour à > r, la fraction 


Ty, (Got) i 2 (61) -- - Th, (Cr) 





20) e) m p ei) m EN PI m p (i) 
(& en mp D? hs iQ esto T,. 1 (£o. ) ren Im i—1 (GT ) h,i+l E) SE hc (Co, 5) 


est nécessairement nulle. 
Il en résulte que 


=(1) a) (70) 


= \ 
A. AC Mis ONDE C=) Yn- n) m CARE Nis Cr LOFT Yan): 


De méme pour les autres racines de l'équation R, = o. 
Nous pouvons donc écrire, pour / — 1, 2, ..., 9 et k=0, 1, ..., (h — I), 


T ^ 
Qn—k,j — EE Ms Yrs POTS | Yn 1) 


ou encore, en désignant par ®, , et V", , deux fonctions entieres 


NL 


- 

eA D, a (5.7, Yı, Ya, pora Yn—h) 
=e San ; 

In 2 7 n—k (G, j » yi. Ya, -- 25 Yn— n) 





Ainsi pour chaque valeur déterminée de 7, les expressions correspon- 
dantes A 


Mn—h +1,53 Nn-h+2,j9 ee) Qn, i 


sont fonctions rationnelles de &,, et des variables arbitraires 7i, Ya» +++» Yn—ns 
tandis que 6, est égale à l'une des racines de l'équation résolvante elle- 
méme R,(y) = 0, dans laquelle les indéterminées %,, w,, ..., w, sont 
remplacées par les entiers p,, Poy ..., p,. ll est d'ailleurs indifférent de 
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tirer de cette derniére équation la valeur de y en fonction algébrique de 
Jis Yor so Yon» pour la substituer dans les fonctions F, ,(y, yi, «+> Ja) 
comme nous venons de le faire, ou d'en tirer, par exemple, la valeur de 
y, en fonction algébrique de 7, y, ..., y, , pour la substituer dans 


1 


ces mêmes fonctions EF, ,(y, yi, +++» f, a). De toute manière, le système 


R,(y; dis 2 m Yn -h* Pis Pos uen) Pn) = © 


1 E D = 
Qn—k a Fes Jis OF) AJ n—A Pis Pa», ets) Pn) oiu ch een eth 


nous donnera les mêmes solutions que l'équation résolvante 
Ris Gaon Yen, se UTC 


Une exception se présente toutefois lorsque la fonction rationnelle 7, , 
est indéterminée. Dans ce cas, nous devons écrire, non pas l'égalité 


Yin == Fe, (y; Jis renters , Yn—ns pi Pos RUN) Pn) 


qui n’a aucun sens, mais la suivante 


Qn k V ys Jis DOE) YUn-ny pis p» "2". Pn) X o (y, Yır le) Yn—hs pv Pos 2.082 p.) 


qui est alors vérifiée quelles que soient les valeurs données à 7, ;. 
Si donc, pour mettre en évidence que les indéterminées # sont rem- 
, | 
placées par les entiers p, nous posons 


Pin + D» f» =F opina T D» = &o 


et si, d'autre part, pour écrire plus symétriquement .nos formules, 
nous convenons d'entendre par F,, F,, ..., F, 


n- 


, les variables y; = 2,, 
Ya = by) Ynr — 20, elles-mêmes, de sorte que 


Yo a ee F2, Rs TED 2,7) G=1,2, , n—h) 


nous pouvons dire que la résolvante de rang h, du système donné 


[G. (yi; Mas vary Yn) = 0, G3(91; Mas sees Yn) = 0, oy G(s Jas ve) y.) — 0] 
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est équivalente au systeme 


(I) eae UNES acc me Œ=1,2, ..., m) 
IL, ( 0» 41» P2" 1) - O 


La premiére équation de ce système représente déjà une variété 
(n — 1)""* prise dans la variété (m —h + 1)*"* qui est formée par les 


wariibles/$,, ef, ..., 2 Les autres équations nous donnent les valeurs 


n—A* 
des # variables y,, #7, ..., Y,, en fonctions rationnelles des éléments de 
la variété (n — 4)*"* dont nous venons de parler, pourvu que l'inégalité 
LUTTE 
@) D 
aussi dire que la variété (m — /)""* prise dans la variété (n — 1 + 1)*"* 


a» 


1 +. £,4) 200 Soit vérifiée. C'est pourquoi nous pouvons 


formée par les variables 2, 2, ..., z, ,, et définie par le systéme (D) est 


13 
une figuration de la variété (n — ""* contenu dans le systeme donné. 
Le système ~ 
Fo, (£s; Ay ce. & 1) = O 


dM, = JE Mos V1» ***5 Ana) (Æ=1, 2, ...,m) 


qui contient (» + 1) relations entre (2» — ^h + 1) variables, représente 
outre la variété (n — h)*™° 


N 
E, (y; Yır 5 Mus Uy e, W,) = O x 


des variétés différentes répondant aux solutions oü 


u 


| 2 


[o3 


D,(2, 


ECO ONE En») — ACT Ely ttt) 
et où y, est indéterminée. Yl est done tout à fait indispensable d'ajouter 
aux (m + 1) égalités précédentes, l'inégalité 


IE man an) 26 


(k) 


pour avoir une variété ne figurant que la variété considérée d'ordre 


(n — h). 
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On peut toujours former une infinité de systemes d'entiers pj), pj, 


(i) 


5 03 otels. que 


y — poy, — 999 —...— pe BY nN e Vy he ee me UR 
TERRI — (2? , + 2), 1j — Da Ta Eis cs! ce — 7 
soit le plus grand commun diviseur-des deux fonctions 
EY, Vis seco Yona ae PR Pn eins eet is PE 


et 


BY —— Gos Mio Yas sax) Os 2 ey Oy DUUM 
ou $5 désigne une des racines de l'équation 


R, (y; Ns Mas Jed Yn—n 3 po ? Des hm) X9 ewe 


Si nous avions substitué aux indéterminées %,, %,, ..., %,, un de ces 
systèmes p. pP. ..., pP, nous aurions obtenu une figuration différente 
de la variété (m — A)""* contenue dans le système d'équations 


(Ho 9. cu =D) 


Au lieu de 2 = pii + Poy +... + p,7,, nous aurions introduit une 
variable 


— aO) (i) 
a x 2% Mays. + pr VE + = == DS Yn 
et nous aurions pose 


Y ae NO ce C E (&=1,2, „nn 
alors la figuration cherchée se serait présentée sous la forme (I) tous les 
z étant affectés de l'indice supérieur i. 

Mais les variables 2° et ; sont manifestement fonctions rationnelles 
les unes des autres, de méme que les variables z et y. Les variables 
2° et z sont done, elles-mêmes, fonctions rationnelles les unes des autres, 
ce que nous exprimerons en disant, d'après RIEMANN, que les équations 
R,(2?, #4, ..., 22) = o font partie de la méme classe. Il est indifférent 


de considérer l'un ou l’autre des individus d'une méme classe. Parmi 
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ces individus sont nécessairement compris ceux que nous obtenons en 


(i) (i) (i) 


soumettant les coefficients pP, pP, ..., p?, à des équations de condition 


déterminées, pourvu que ces équations ne soient pas en contradiction avec 
linésalité à laquelle doivent satisfaire p, py, ..., p? et dont nous 
parlions plus haut; cette remarque peut étre utile dans chaque cas par- 
tieulier donné. 

Le résultat obtenu est résumé dans la proposition suivante. 


ième 


»Toule ‘variété k°", prise dans une variété n""*, peut être figurée par 


une variété k""*, prise dans une variété (k + 1)"", — par un variété dont 


ième 


le résolvant est, par suite, de rang un; — et cette dernière variété ki" peut 
être choisie arbitrairement parmi tous les individus faisant partie d'une classe 
déterminée.» 

La figuration d'une variété quelconque, que nous venons de considérer, 
est tout à fait remarquable. Elle nous donne une vue plus complète 
sur les dépendances des solutions simultanées du probléme, et met en 
évidence. pourquoi finalement la notion de fonction algébrique donnée par 
un système de fonctions entières égalées à zéro, se réduit à celle donnée 
par une seule fonction entire égalée à zéro. Quoique cette figuration 
contienne une inégalité, elle a donc une grande importance. C’est pour- 
quoi il semble bon de lui donner un nom. Je la nommerai figuration 
principale de.la variété qu'elle représente. 


4 
5: 


AN 


De la réductibilité des systèmes de fonctions entières. 


Nous allons maintenant chercher à résoudre le problème fondamental 
de la réductibilité des systèmes de fonctions entieres. 

Il faut avant tout définir ce que l'on veut entendre par systeme 
réductible ou irréductible. Comme un système d'équations est entierement 
équivalent à sa résolvante, il est naturel, comme dans le cas de deux 
variables, de nommer réductible tout système d'équations dont le résolvant 
total se 'compose de plusieurs résolvants partiels, parce que ce systéme est 
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alors vérifié par plusieurs variétés différentes. Il est tout aussi naturel 
de nommer réductiblé un systéme dont le résolvant se compose d'un 
résolvant partiel qui est, lui-même, décomposable en facteurs dans le 
domaine de rationalité considéré. Au contraire, lorsque dans un domaine 
de rationalité donné, le résolvant d'un système ne se compose que d'un 
seul facteur irréductible, nous dirons que, dans ce domaine, le systéme 
est, lui aussi, irréductible. 

_ Le premier théorème ‚que nous démontrerons est tout à fait analogue 
à celui qui a lieu pour une fonction d'une variable, et légitime ainsi 
notre définition. Voici ce théorème. 

Si une fonction rationnelle de 7,, y, ..., Yn 


GONE GONE 


s'annule pour w» systeme quelconque de h fonctions algébriques 79,1, 
pas :::5 90 des, variables 4; Yo, : > Yanan» Verifiant- un Sysüege es 


ductible d'équations 


Gal Vic Hay ts 2/2) —10; G1, Mas srry he) ee OF tery Gas Yay srry yen 


, 


oébriques 


elle sannule pour fous les autres systèmes de h fonctions a ge 


] 
"-aYis caia) 333 Yu GE Yan Yor “nen Yunus = 23 3) 0:2 2/2) ee 
ce méme systeme d'équations. 

En effet, comme le résolvant d'un systeme irréductible ne se coin pose 
que d'un seul facteur R,, ce système de rang h peut être figuré par le 


suivant, de rang wn,. 
Dt 
Fo (2o; Jis cs. Yn—n = 2 
\ 


M 
(in T2360 Yi eee a) 


II Pe a ye. 1) 2 o 


(4) 
où R,(2,) Sannule pour toutes les valeurs de 2, 


FO) (i) 


pe ; i (i) E 
5:0... 093 DA ar On"? Es Pr—nYn—n + Dn—h41?]n—431 =e E bis PrQn 5 (i=1, 2, ..., p) 


De plus, comme le résolvant d'un système irréductible doit être lui-même 


eo 
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irréductible, nous pourrons toujours déterminer les entiers p,, Ps, ..., p, de 
manière que l'expression 
Tin, TRES PEN) 
soit, elle aussi, irréductible. Il va de soi que la condition du paragraphe 
précédent, que R,(%, 2, ..., 2, ;). n'ait pas de facteurs doubles, est alors 
vérifiée d'elle-même. 
Comme, par hypothèse, 
D 


9g XO cc 
Oy, Yrs SD n — fy Zin—h-41». ONCE | Yin |) == © 


nous avons aussi 


[ ? A) \ ' / (1) \ 
Hy; Nas ces Una 114 nrıl&o 5 Jus e» Wn-n)s £3 PMG jus o3 Yn_ù)| 
P f FA) A = 
EI LG Die oO aay he) Ox 


Mais alors, 7,, %, ..., Yu, restant indéterminées, la fonction rationnelle 
de z, 
H (2; UA a Yn- x) 


sannule pour l'une des racines de l'équation irréductible R,(z,) = 0; 
d'aprés un théorème connu, elle s'annulera donc pour foutes les racines 


QD, @= 1, 2, ..., p) de cette équation, et nous aurons 


Al ( PG) ? (Fi) jee 
An, Yrs s Yn-h He (Ay » Wir wey Hu), ce.) PAG? Yı very Yan) = © 


pour 2— 1r, 2, ..., p. ll en résulte immédiatement que la fonction 


rationnelle : 
BA, Way == 2504) 


Hannule- pour tous les systemes /. ,,1 = Mars -- 3 Ya = 70, Vérifiant 
le systéme irréductible d'équations 


GUTEN: Oo — Onan 7 SIN rt el AG (an Yan Ye) (on 


Inversement, si nous pouvons démontrer que toute fonction rationnelle 
qui sannule pour un systeme de valeurs (ji, ys, ..., Ya—ny agis 23 70), 
vérifiant un systéme d'équations données, sannule également pour tous 
les autres systemes de valeurs (4^, 94, - -.- Ja-n Mann =: 70); véri- 
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fiant le méme systeme d'équations, nous pouvons en conclure que ce 
systéme d'équations est irréductible. 

Soit, en effet, À — o, la résolvante de ce systeme. La fonction À 
sannule pour 4,411 = 7 aii» + 3 Ya = 545 Si donc elle était réductible; 
et si: R= 8.T il y aurait une équation S.— o, ou. T — o qui étant 
vérifiée pour un systeme de valeurs (9i, Ya, ~~ ~5 Yen» nn He, as 
ne le serait pas pour tous, contrairement à l'hypothése. Ainsi l'équation 
R — 0, et, par suite, le systeme d'équations données est irréductible. 

Cette propriété étant nécessaire et suffisante pourrait être donnée 
comme définition de l'irréductibilité d'un systéme d'équations. 

Le problème de la décomposition d'un système d'équations quel- 
conques en systèmes irréductibles peut être maintenant considéré comme 
résolu en méme temps que posé. Soit, en effet, un système donné; nous 
commencerons par former sa résolvante Zi — 0; nous décomposerons ensuite, 
dans le domaine de rationalité arbitrairement fixé, la fonction À en ses 
facteurs irréductibles; à chacun de ces facteurs S,, égalé à zéro, correspond 
un système d'équations bien facile à former. Il suffit de développer 
la fonction irréductible Sgt 4 : 22 ws aste» am PEERS 
suivant les puissances des indéterminées w,, w,, ..., w,, et d'égaler à zéro 
tous les coefficients 


OP gas 73 gus Ys es o Foo PES Yor o Yn) 


de ce développement. L'ensemble des équations ainsi formées est certaine- 
ment équivalent à l'équation S, — o elle-même, qui doit être vérifiée 
indépendamment des indéterminées w,, %, ..., w,. En d'autres termes, 
S, 


; = O est identique à l'équation résolvarite du systeme 


[Of gi, 95 e.a) = 0, OPO Yoh 55 Yq) = Oo. OOO Oa, ea 


L'ensemble de ces derniers systèmes, formés pour tous les facteurs irré- 
ductibles S, du résolvant À, est équivalent au système donné. 

Tout ceci ressort immédiatement de la définition méme de l'irréduc- 
tibilité des systèmes. Mais ce qui est bien remarquable, c'est que l'on 
puisse toujours former un systéme irréductible, équivalent au précédent, 
(d, di, ..., dj) et composé de (n + 1) éléments seulement. Ce 
nombre peut se réduire dans chaque cas particulier, mais un seul élément 
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de plus que le nombre total de variables considérées suffit certainement. 


Nous allons démontrer ce théorème. 


L'équation 


JE IE En NO RO TL TERRE NL iere 


devant être vérifiée identiquement en %,, %, ..., #,, sera manifestement 


vérifiée pour les 


systèmes de valeurs suivants donnés à ces indéterminées 

















INC UE UE, — 0 
NEL RM U DO) 
Min == DE Dy SS ise iL, Des Eg) 
Ue Ele CU, Us U, Mer. T. tiia io: 











Nous avons ainsi À équations simultanées 


QC) 
N 


E E 
ERU CET MIA E META Op anes Ones Où Dg E; ese dU ous DU) 


% 
DU ne sn Or On, 0 Ha JU. U^ 


| 
© 


pc M e MOI Ego CE Ni JU. su Jua 


AU EE TELA E Mis ces Ynis 9, DU ys! I, sach 0, O, I; %, RW, BS Se | RY) =o 


La premiére nous permet de déterminer y, en fonction algébrique de 
dis Yas ., (i — 1)J en fonc- 
tion algébrique des mêmes variables 7, #2, ..., n, s 
tions réunies déterminent donc des variétés dont l’ordre est au plus égal 
En d'autres termes, si nous formons l'équation résolvante de-ce 


. LI 
» Yn-z, et les suivantes 9, ;, [h Ld e. 
Toutes ces équa- 


à (n — i). 
système d'équations, nous sommes certain que les résolvants AR, Z5, ..., RH; , 
sont égaux à l'unité. De plus, le résolvant de rang 7, R,, contient 


certainement le résolvant S,; car 


h a 
2 E Un_i+2 (ya — "o es >) +. sx uy, — 7 )\ 


8, = ta capa 
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et 70, $40» y, (miu 1 I TRS 7, sont précisément les 
in /n—1 in ? '[n—2 jn? p 7 T1 dn ? 


racines des équations qui composent le systéme que nous considérgns mainte- 
nant; si donc S, = o, ce systéme est vérifié par une variété (n — i)""* et, 
par suite, À, = o. | | 

Mais S, n'est pas nécessairement identique à R,. Supposons done 
quil y ait des systémes de valeurs, formés par certaines combinaisons des 
racines des ? équations précédentes, qui vérifient simultanément ces à 
équations et, par suite, leur résolvante de rang 7, et ne vérifient cependant 
pas l'équation S,(y, gs ...; Jac 15», U,) = 0. Ces solutions peu- 
vent alors, il est vrai, pour certaines valeurs particulières données aux 
entiers Pi, Po, .... p,. vérifier l'équation 


Si pin =F Po =F n = Dun»: Jis éd") Yn—is Pi: Pos 235 Pn) EM 


mais elle ne saurait vérifier cette équation pour tous les systémes possibles 
Dis Pas -.., P,- D'autre part, l'équation 


Si( pin =F Dos» SP scs SF Dallas Yio. co Ur DD TER Pn) 


h) h)\ 
= (ee cs e es 7 m) zE pou == Pr(Yn 37 Nn )l = © 


(A) 


est certainement vérifiée pour toutes les solutions de l'équation 


S. (uy, folate Sh SE Un Yas UC sio M ae Uy) 


7 h À 
= Hin aan 77738 nel) =F 3 Ee =F Uw, (Yn WE zen» AD 


Si done la fonction 
c Y 
ST RN LR ST Ur ERO TH qa 


ne représente pas à elle seule le résolvant de rang i des à équations 
considérées, nous pouvons toujours choisir des entiers pi. p», ..., p, 
tels qu'elle représente, à elle seule, le résolvant de rang ; des (i + 1) 
équations 
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Si(Yn3 ie Gan Ye OE LOS s OTI) =O 


Y 
S. (u.a ar B Ns UE e CES J/n—i3 O, cC OT, O, PC I, 1) = O 


. H . . . . . . . . . . . . . . . . . 


Ya, - OT OS Br ect ORB — 0 
S (Pi xis Pots 3E here Jr fire Nis Yrs och Unis Ds QUE) Das QUO Det Dn) = © 


dont les résolvants de rang un, deux, ..., (n — 1), sont égaux à l'unité. 

Le systeme formé à l'aide des i premières équations précédentes peut 
également contenir des variétés d'ordres inférieurs à (m — i). Mais si ces 
rariétés sont situées sur la variété 


Sy, Uno, oon ER ripe Chino oon Un) —= ©) 


d'ordre (n — 7), comme S, = o ne représente qu'une variété d'ordre (n — i), 
nous pouvons toujours chorsir les entiers p,, po, ..., p, de manière que 
ces variétés ne vérifient pas l'équation 


Sip + Po» + ee + PrYns 4h esta Yn-is Pi 3 199239 £53) Pn) = O. 


Le systeme formé à l'aide des ( + 1) équations précédentes peut alors 


contenir encore des variétés d'ordres inférieurs à (nm — 7); mais ces variétés 
ne sont pas situées sur la variété représentée par l'équation 

Y 

Aan amare eats) ile tal 9. 
Cette derniére équation ne sera done certainement pas vérifiée pour la 


iéme 


variété (n — i — 1)""* représentée par la résolvante de rang (i + 1) des 


(i + 1) équations considérées, du moins tant que w,, #,, ..., w, désignent 
à » ER , 3 5 1 
des indéterminées, Nous pouvons done toujours déterminer des entiers 

pip o5 p. tels que le résolvant de rang (i + 1) du systeme 


S. Jis Jos ttn Yas) zo 


Si (Yara = Jn» Yı , Yrs COMO) Uno) 0 


t . D . . . r . B . . 


Sl E Jn» Yı , Yo D PONIES) Ya) = © 
S. (Dij zi CD + PrUn Ih , Yo D opp DD == ©) 
Spin +--+ Pins Pro Yor +++ d a) = 0 
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soit égal à l'unité et que les résolvants de rangs supérieurs égalés à zéro 
ne représentent pas des variétés contenues dans la variété (m — i)""*, 
S, — o. D'ailleurs le résolvant de rang i de ce systéme est, comme celui 
du systeme précédent, égal à S,. 

En continuant ainsi nous obtenons successivement de nouveaux 
systèmes contenant chacun une équation de plus que son précédent, et 
ayant. leurs résolvants de rang (i+ 1), (à + 2), ..., égaux à Vunité, 
Enfin nous parvenons à un systéme composé de » équations et tel que 
son résolvant de rang i étant toujours S,, ses résolvants de rang (i + 1), 
(i + 2), .... (n — 1) soient égaux à l'unité; seul son résolvant R,, de 
rang 5», peut encore être différent de l'unité; mais nous avons pu 
remplacer les indéterminées 5. w,, ..., w,, par des systèmes d'entiers 
Pis Pos sss. p, tels que les systemes isolés que représente l'équation 
R, — o ne solent pas situés sur la variété |S; — 0, toujours puisque le 
résolvant de rang i, égalé à zéro, ne représente qu'une variété d'ordre 
(n — i). En ajoutant, d'ailleurs, au systeme précédent composé de x 
équations, l'équation 


E 3 
Sy, Was Jas ++) Unis Us --+, 4) =O 


nous formons un nouveau systeme dont le résolvant de rang i est toujours 
S,, et les résolvants de rang (i+ 1), (i + 2), ..., (n — 1), toujours l'unité, 
quelles que soient les valeurs par lesquelles on remplace w,, 4, ..., Uy; 
dans la dernière équation. Comme l'équation 5S, — o n'est pas vérifiée, 
pour des w indéterminées, par la variété d'ordre zéro représentée par le 


, 


résolvant À, égalé à zéro, nous pouvons déterminer des entiers 


e 


an-2» tri) ait) 
Dy pre Poe lis tcp s 


tels que le résolvant de rang n du système 


k—0, 1, ...,n—i 


S.(y, + Yn 5 Yı D: edu Jai) = 0 ‘h=0, boot | 
rk) k l= / 
S, (pt Yı + "S + p Ww, , Yı I] Sacs) —= Q À CES 


soit égal à l'unité. Le résolvant total de ce système, qui se compose au 
plus de (n + 1) équations, est alors précisément éeal a 


S. (y, Ji» 5575 Yn—1iy 935 ce 9.) 
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Dans la démonstration précédente nous avons fait usage de ce que 
S, — o ne représentait qu'une seule variété, mais non de ce que 5, était 
irréductible. Nous pouvons done énoncer immédiatement le théoréme: 

»(n + 1) équations suffisent toujours et sont en général nécessaires 
pour isoler, c'est à dire pour figurer à l'exclusion de toute autre variété, une 
variété .d'ordre quelconque, prise dans une variété n°". 

Nous dirons que cette figuration, par (n + 1) équations, d'un systeme 
d'équations représentant une variété déterminée, est la figuration complète 
de ce systéme d'équations. : 

Un exemple trés-intéressant de la différence essentielle qu'il y a entre 
la figuration principale et la figuration compléte d'un systéme, est le 
suivant. (Considérons un déterminant formé à l'aide de im’? variables. 
D'après le dernier théorème, la condition nécessaire et suffisante pour que 
tous les mineurs d'ordre (m — k + 1) s'annulent, doit pouvoir s'exprimer 
par (m? + 1) équations, quel que soit k. Mais il suffit d'introduire 
une inégalité, pour que ce nombre d'équations se réduise à ^, comme 
M. Kronecker la démontré dans une lettre à M. BarrzEn, insérée dans 
le Journal de CreLte. La variété représentée par les (m? + 1) équations 
dont nous parlons est donc d'ordre %” seulement; et cependant, si nous 
ne.voulons pas introduire d'inégalité, elle ne peut s'exprimer par moins 
de (m? + 1) équations. 





164 ; J. Molk. 


Conclusion. 


Les recherches contenues dans ce Mémoire amènent à plusieurs resul- 
tats intéressants. 

1. Nous avons vu que non seulement la théorie de l'irréductibilité 
des fonctions entiéres, mais encore celle de systemes particuliers de fonc- 
tions entiéres, pouvait étre résolue sans quitter le domaine de l'Arithmé- 
tique et de l’Algebre. L'importance des indéterminées dans cette recherche 
indique déjà le grand rôle qu'elles peuvent jouer en Algebre. Leur 
association systématique aux éléments de cette science est comme le 
couronnement du grand trait de génie de Gauss, qui a donné à l’Arith- 
métique un caractère tout différent de celui que cette science avait 
jusqu'alors; et, d'autre part, elle est intimement liée par le principe 
d'équivalence de M. Kummer aux belles recherches arithmétiques de cet 
éminent géomètre. 

2. En supposant connue la notion de fonction algébrique, nous avons 
montré comment on peut résoudre le problème général de la décomposition 
des systèmes de fonctions entières et ce qu'il fallait entendre par équi- 
ralence dans cette décomposition. (Comparez Festschrift $ 20). 

3. Nous nous sommes ensuite assurés que toute dépendance donnée 
par un nombre quelconque de fonctions entières égalées à zéro, peut être 
algébriquement 





algébriquement, et non pas seulement logiquement, ce 
qui serait insuffisant en Algébre, — ramenée à la dépendance donnée par 
une fonction entiere égalée à zéro. Ainsi, en particulier, le domaine de 
rationalité le plus général que lon puisse former, est bien celui que 
nous avons nommé domaine général de rationalité. Ce théoréme complete 
le second chapitre de ce Mémoire. (Comparez Festschrift $ 10.) 

. 4. Nous voyons aussi quelle grande simplification la notion de 
contenant et de contenu, plus générale que celle de la divisibilité, in- 
troduit dans nos recherches. Elle n'est d'ailleurs point suffisante et il 
faut la généraliser encore, comme nous l'avons dit dans le troisième 
chapitre. Mais déjà la généralisation dont nous nous sommes particuliere- 
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ment occupés, nous a rendu de vrais services et nous avons vu, plusieurs 
fois, combien elle est naturelle. 

5. La théorie générale de l'élimination nous permet également 
d’Enoncer quelques théoremes fondamentaux qui jettent un nouveau jour 
sur les formes géométriques d'un nombre quelconque de dimensions. <A 
cet effet il suffit de ne plus limiter le domaine de rationalité. 

6. Si nous jettons enfin un coup d'œil sur les méthodes employées, 
nous voyons que tout revient toujours à la recherche du plus grand 
commun diviseur. Comme l'élimination est la cinquième et la plus élevée 
des opérations de l'Algébre, on peut donc dire que la notion du plus grand 
commun diviseur domine l'Algébre toute entière. C’est d'ailleurs bien 
naturel. La notion de plus grand commun diviseur des nombres entiers 
domine, elle aussi, l'Arithmétique élémentaire, et j'ai insisté, en commen- 
cant, sur l'identité des domaines arithmétique et algébrique. 

Je termine en remarquant que, dans l’ordre de recherches abordées 
dans ce Mémoire, il conviendrait 

a) d'étudier de plus prés le cas si interessant des systémes impropres 
à la décomposition, dans le sens que nous avons attaché à ce mot; 

f) de débarasser les deux derniers chapitres de la notion de fonction 
algébrique, comme dans le cas particulier traité dans le chapitre trois. 

En un mot, il conviendrait de substituer davantage, et sans faire usage 
d'éléments étrangers à l' Arithmétique, la décomposition des systèmes de fonc- 
tions entières, à celle des systèmes correspondants d'équations algebriques. 


Paris, 20 Octobre 1883. 
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UEBER DEN BEGRIFF DER LANGE EINER CURVE. 
Bemerkung zu dem Aufsatz des Herrn Ludwig Scheeffer über Rectification der Curven () 
VON 


P. pv BOIS-REYMOND 


in TÜBINGEN. 


In dem Aufsatze des Herrn L. SCHREFFER über Rectification ist im 
Eingang gesagt, meine Begriffsfestsetzung der Länge einer Curve(?) sei 
jedenfalls zu eng, da es Curven mit nachweisbarer Länge gebe, für die 


das Integral 
fax, 1 +f (2)? 


nicht existirt, während ich seine Existenz meinem Làngenbegriff zu Grunde 
lege. Ich glaube, dass hier ein Missverständniss vorliegt. Zunächst ist 
es mir mindestens fraglich, ob bei einer anorthoiden (nicht differenzir- 
baren) Function man von einer Curve als ihrem geometrischen Äquivalent 
reden dürfe. Auf alle Fälle setzt der Curvenbegriff, wie er in der Geo- 
metrie, der Variationsrechnung, der Mechanik heimisch und erforderlich 
ist, die Orthoidie voraus, und ich habe in meinen Erläuterungen zu den 
Anfangsgründen der Variationsrechnung unnôthige Einschränkungen sorg- 
faltig vermieden. Der wahre und eigentliche Begriff Lange kommt nur den 
Stücken gerader. Linie zu. Sodann wendet man ihn im übertragenen 
Sinne an auf solche krumme Linien, welche die Vorstellung der Ab- 
wickelbarkeit zulassen, wozu die Existenz der Tangente gehórt. Darüber 
hinaus tritt an die Stelle der Lànge eine rein analytische Erweiterung. 


(‘) Acta Mathematica, T. 5, p. 49—82. 
(^) Mathematische Annalen, Bd 15, p. 287. 
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Ich habe nie daran gezweifelt, dass das Sehnenpolygon auch anorthoider 
Functionen unter Umständen eine Grenze haben könne, und Herrn SCHEEr- 
rer’s Untersuchung solcher Umstände war mir daher, wenn auch lehrreich, 
so doch nicht überraschend. Aber wire es nicht, selbst für eine rein 
analytische Erweiterung des Längenbegriffs, vonnóthen, zu zeigen dass 
eine anorthoide »Curve» nicht auch zwei »Làngen» haben könne, dass 
nieht, was bei orthoiden »Curven» völlig ausgeschlossen ist, durch ein 
anderes Approximationsverfahren, z. D. durch aus geeignet gekrümmten 
Kreisbögen zusammengesetzte Polygone eine andere Länge herausgebracht 
werden könnte, wie durch das Sehnenpolygon? Solche Erwägungen ge- 
statten mir nicht, die Meinung aufgegeben, dass der von mir mit dem 
Ausdruck Länge verbundene Begriff nicht zu eng, sondern gerade an- 


gemessen ist. 


Tübingen, 16 Mai 1884. 





SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES 


PAR 


K. WEIERSTRASS 


à BERLIN. 


Traduit de l'allemand (') par A. Pautonnier à Paris. 


L'objet de ce mémoire est de combler une lacune qui se trouve 
dans l'ouvrage de JAcomr: Theorie der elliptischen Functionen aus den Eigen- 
schaften der Thetareihen abgeleitet (Gesammelte Werke, T. 1, p. 497) et 
sur laquelle j'ai appelé l'attention dans une note page 545. Par suite 
jai employé ici constamment les notations de Jacost. 

Pour exprimer les fonctions elliptiques 


sin am (uw, k), cos am (u, k), A am (u, k) 


au moyen des fonctions de JACOBI 


O(x, q) = 1 — 2q cos 27 + 2q* cos 4r — 2q° cos 6x + . 
e x. ig) — A Ra d sin 3z + q^ sin 5o — . . .) 
8,(r, q) = 2yq.(cos v + q? cos 3r + q° cos 6x +...) 


0,(r, q) = 1 + 2q cos 22 + 29° cos 4x + 2q° cos 6x +. 


on a à résoudre le probléme de déterminer pour chaque valeur donnée 
de k une valeur de 4 satisfaisant à l'équation 


Oe eee Sl Er le a Ge A 
(1) | Nit nO, ang) m VOIE TT ae ai ae) oe Cu 








() Mathematische und naturwissenschaftliche Mittheilungen aus den 
Sitzungsberichten der k. preussischen Akademie der Wissenschaften, 1883, 
p. 95—105, 163—173, 621—047. 
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Lorsqu'on a trouvé une telle valeur, alors en posant 

















(2) 2 og) = 
on a 
Yk.sinam (u, k) = m 2 : 
(3) x am (u, k) = e 4 
ji = = Aam(u, k) = on : 


D'ailleurs on peut fixer arbitrairement la valeur de l'un des radicaux 
vk, vq et la valeur de l'autre se trouve déterminée par l'équation (1). 
Il faut choisir la valeur de (1 —# de maniere que l'on ait 





4 = M 0(0,9) n Teg 3295-29 p 
(4) Vl — 6#(0,q) 1+2q+2q + 2q +... 





Dans le traité posthume de Jaconr: Theorie der elliptischen Functionen aus 
den Eigenschaften. der Thetareihen | abgeleitet, ce probleme est traité ( 6) 
pour le cas ou %k est une quantité réelle comprise entre o et 1 et la so- 
lution donnée en montrant que partant de l'équation (1) on arrive a la 
méme expression de g que celle trouvée par Jaconr dans les Fundamenta 
nova par la voie convenant à cet ouvrage. Je vais maintenant montrer 
comment, avec les moyens employés par Jaconr dans le traité cité ci- 
dessus, on peut pour toute valeur complexe de E déterminer toutes les 
valeurs de q satisfaisant à léquation (1) et cela au moyen d'une série 
qui non-seulement à cause de sa rapide convergence fournit un moyen 
commode de calcul de lavaleur de 4 correspondant à une valeur numé- 
rique donnée de i, mais encore, si l'on considère k comme une quantité 
variable et g comme une fonction de 4, peut servir à découvrir les pro- 
priétés caractéristiques de cette fonction. J’emploierai principalement les 
deux équations utilisées aussi par JACOBI | 


| do, 9) = 8,(0, a") + 0,0, 9°) 


(5) | ao, 2) 6; ee, uS) 
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qui se déduisent immédiatement des expressions de 6,(0, g) et A(o, q), 
ainsi que la relation 


(6) 0 (o, q) + %(o, q) = 4;(0, q). 


I; 


Je considère d'abord exclusivement les valeurs réelles de g soumuses 
à la condition j 
o<q<i 


et je suppose que dans la suite si @ est une quantité positive loga 
désignera la valeur réelle du logarithme naturel de a, et a” désignera 
pour une valeur quelconque de m la valeur donnée par la formule 


e" loga 
. 


* 
Par suite 6(o, q), 4,(0, q), 0.(0, g) ont toujours des valeurs réelles et 
H 7 2 2 3 , 
sont des fonctions continues de q. 
De plus, sur les expressions des. quantités 0,(0, q), 0,(O, q), on 
, ! 2 ? 3 I 
aperçoit immédiatement que la seconde est constamment positive, et que 
pour 4 > o il en est de méme de la première qui s'annule pour g = ©. 
Quant à 4(0, q), si cette quantité était nulle pour une valeur déterminée 
I 7), | 
de q, il en résulterait d’apres (5) 


0,10, q^ = 0,(0, q) 


et par suite, en vertu de l'équation (6), on aurait aussi /(0, q^) = o. Il 
eu résulterait encore que 60(o, g'°), 0(o, q"*) seraient aussi nulles, ce qui 
est impossible, parce que (0, q") pour une valeur infiniment grande 
de m prend une valeur infiniment voisine de 1. Par suite @(0, g) ne 
peut sannuler pour aucune des valeurs considérées de q, et est par suite 


constamment. positive. 
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D'aprés cela 
0, (0, q) 
0,0, q) 


est une fonction continue de q qui sannule pour 4 — o et a une valeur 
positive pour toute autre valeur de g. Elle est toujours plus petite que 
1 en vertu de l'équation (5) 


Bo, d) > O(0, 4); 


mais on peut montrer que lorsque q partant de la limite zéro et croissant 
constamment s'approche de la limite 1, q croit aussi constamment et tend 
vers la méme limite. 


Comme on a 
T 
4,0, q) 24* (1 - q* +9 b esl) 
4,(0, q) I + 2g + 29 + 29^ +... 








on peut prendre toujours une valeur positive g, < 1 telle que 


croise constamment lorsque q croissant d'une maniere continue parcourt 


l'intervalle (0...4,) Mais il résulte des équations (5) si on remplace 
1 


q par qi 





1 I . 4,0, q) 
alo, "3 te #,(0, q) 
(7) NI (0, q) 
m lo qi) eet 
s N55 d 4,(0, q) 
L 
7. alo, a) u, : 
D'après cela ———,— décroit constamment, lorsque g parcourt en crois- 
WAL, GE 
sant constamment l'intervalle en question, ou bien, ce qui est la méme 
ax Ho, q) , ^ t ie 
chose, IG décroit constamment lorsque q croissant constamment passe 
(0, q 
3 , 


1 
de o a gi. Mais on a 
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ur NES | n 
yar suite 2—— croit en méme temps que 4 tant que q— q;. Il en 
I 4,0, q) Sea! jue 7 < go 


résulte par suite qu'il en est de même aussi longtemps que g est inférieur à 


1 1 


16 61 

% H Qs REM t5 

Pr. LU; y) 

Les termes de cette série convergent vers I, par suite 7; —— - 
= (0, 9) 


en méme temps que 4, si pres que g s'approche de l'unité. Si on pose 


croit 


^V 
0o = 


on a encore, d'apres (7) 





et par suite aussi 


1 
par suite, lorsque m devient infiniment grand, la valeur de g* s'approche 
indéfiniment de la limite 1, et 


1 
t, lo , q*) 
1 


9, lo, 47) 


s'approche aussi indéfiniment de cette limite. Ce qui démontre évidem- 


#,(0, q) 


ment la propriété annoncée de la fonction 77——.- 
0,0, q) 
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Cela fait, supposons le quotient 


(0. q) 
#3(0, q) 


développé en série P(gq) suivant les puissances de g. Le premier terme 
de cette série est 16g, et ses coefficients sont des nombres rationnels. 
On peut par suite déterminer une suite infinie de nombres rationnels 


os. stus. note. 


de maniere que pour une valeur suffisamment petite de 4 l'équation 


(8) 2a," 1 (q) — q 
soit satisfaite, d'où il résulte, comme a, == 
(9) log (169) = log) + TX (o) 


où A, f,,... sont toujours des nombres rationnels. 

Si maintenant on choisit une quantité positive 4, < 1 de maniere 
qu'elle se trouve dans le domaine de convergence de la série P(g), et 
si on pose en méme temps 


AT CACORE = 
a (Cran = 


B [> | fo 


la somme 


(dans laquelle |g,| désigne la valeur absolue de /7,) a une valeur finie 
et on a certainement l'égalité 


v 4,(0, q)\ dn 
(10) logq + log 16 = 4 log One i b+ Dale FORT) 


pour les valeurs.de 4 satisfaisant à la condition 


0 « qq, 


OT 
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parce que pour toutes ces valeurs on, a d’après ce qui précède 


dy e 


Si on désigne par / 


et si on remplace dans (10) q par q*, comme on a d'aprés les équations (5) 





CE à e (o. 40, q) 1 

(11) ACCES 4,(0, 8(0,q) 1—(1r—1£* 
CET ORANGE MISE : 

Bourg) oe 


on obtient une seconde expression pour log4, à savoir 











1 2o 1 4n 
Def eec S ee ae 
(12) 4 logg + log 16 = 4 log Bar 2i + > Bn ERE. 2: 
HET esr. n=1 I (ote 
Et alors de (10) et de (12) on déduit l'équation 
n = 1\ 4n 
SUME = Bs TR 
(13) > B, p = og = > + E f. 1—- 2: 
Ir de n=1 I 


Pour obtenir cette équation nous avons considéré ¢ comme une fonction 
de q. Mais comme, lorsque 4 croissant d'une maniére continue parcourt 
l'intervalle (0...4,) € croissant constamment passe de la valeur o à 
la valeur /,, on voit que l'égalité (13) persiste lorsqu'on considère / 
comme une variable indépendante et qu'on lui donne une valeur quel- 
conque appartenant à l'intervalle (o .. . f,). 

Mais on a 








ae ON osea oul? 
d log Dm snb e +? 1 
BG) ^ a4—Q0—9* 340-9 
3, 
-(r—1) *dt 3 1 





(tco te 
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1 
(1 — Dra suivant les puissances de 


D | = 


G y 4 


si done on développe 


Di 


(, et si on pose 


| oo 


Ce ree I. 


D | = 


il vient 


1 
M Tee Ed 
(15) log E Me -— log; £s Wer 
1 eds jp Te 


et ©, €,, €,,--- sont des nombres rationnels et positifs. 


-1? "2? 


De (15) résulte alors 


. 1 m 
t= (i —1t m : y 
(16) 1 xm t Deny 
GENE 


où pour un exposant quelconque les coefficients e, , sont déterminés 
par l'équation suivante résultant de (14) et de (16) 


oo 


oo I oo 
> (m =F ») DACH dE = m2. e, st". B + >. Lu ; 
y=0 v=0 t DI 
on déduit de cette équation la formule de récurrence 
v 
(17) ven, = MD HELEm (» > 0) 


I» » . . 
de laquelle, comme e,,,. = (3) , on tire la conclusion importante que pour 
Le 


une valeur positive de m les grandeurs 2,., sont toutes des nombres positifs. 


“m,v 


Il résulte de la maniere dont on les a obtenues, que les series 
oo oo 
Ist, Der 
y—1 v=0 


sont convergentes pour toute valeur réelle ou complexe de ¢ dont le 
module est inférieur à 1. Par suite des propriétés des quantités ¢,, e,,,, 
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on a pour toute valeur réelle de £ comprise entre o et ı et toute valeur 


positive de m 





+ 1 
n ST, 
I — (1 — f) 8 
Xr < log i om a see 
I+ — df, 
i m 
= Io E 
Du EN = 2 ( Ls 
v=0 = 
Iss (1397 


De là il résulte, si l'on fait converger ¢ vers la limite 1 


ms.» 


n 
mc EI 
v=0 Fa 


ou méme comme cela a lieu encore si on remplace # par (m + 1) 


Par suite les séries 
oo 
Desh 
y=1 


sont convergentes pour toute valeur 
et il résulte des équations (15), (14), 


(18) Le, = log 8; 


Si nous désignons maintenant 


o0 
Det 
v=0 


de ¢ dont le module est égal a 1, 
si on fait tendre ¢ vers la limite 1 


E rat olin us par P(t, m), 
= 


d’apres ce qui précéde on a pour toute valeur réelle de ¢ comprise dans 


l'intervalle (o . . . £,) 


oo oo 


(19) Du Le 


n=1 n=1 
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pouvant représenter une valeur positive quelconque, inférieure à 1 et 


oo 


comprise à l'intérieur du domaine de convergence de la série 2 Bm 


n=1 


Maintenant si l’on pose 


par suite de cette circonstance que les coefficients de la série P(t, 4n) 
sont positifs et que leur somme est égale a 1, 


P(t,, 4n) est positif mais inférieur à fj, 
et par suite 


os 25m (hs 4n) * 2 1#.| 0. 
Pour toute valeur de £ satisfaisant à la condition ls, on a 


IP, 4n)|  J(&, am), 


et la somme 


Q9 = An + 
Z p | Bn | ean, | 4] 
a une valeur finie. Par suite la série 
= 4n+ 
Z f, eas, t NT 


est absolument convergente, et il en résulte, si on reunit tous les termes 
contenant la méme puissance de ¢ 


(20) Z gg. 4n) = Xr, p)ttis (970,1,2,3; r=1,...,&) 


+ 
r 


(2 1) (5, p) = p Can A An plis 


De l'équation (19) on obtient ensuite 


(0) 


I 
ed "EET (9—0,1,2,3; v=1l,...,®) 
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et on peut ainsi calculer de proche en proche les quantités P, apres qu'on 
a déterminé préalablement les nombres ¢,, £,,,, définis par les équations 
(14, 17). 

Des formules (22) il apparait que les quantités f, aussi bien que 
les quantités ¢,, ¢,,,, sont toutes des nombres positifs et rationnels. 


Il résulte encore de ce qui précède que la série 


oo 


n 
ES 

est absolument convergente pour toute valeur de / réelle ou complexe 
dont le module n'est pas supérieur à r. 

Pour le démontrer, je remarque d'abord qu'on peut se dispenser 
maintenant de l'hypothèse faite précédemment que la grandeur désignée 
par /, soit située à l’intérieur du domaine de convergence de la série 
See, et qu'il suffit de supposer que la série soit convergente pour / = ¢,. 
Alors d’après ce qui a été démontré plus haut | 8,[ = fg, et alors il est 
certain que la série qui constitue le second membre de l'équation (20) 

1 
converge pour ¢ = tt. Mais pour la méme valeur de ¢ la série Ve, /" est 


aussi convergente, l'équation (19) montre done que si la série 2," 
1 


converge pour ¢ = £,, elle converge aussi nécessairement pour ¢ = (5, et 
par suite aussi pour 


1 
4 


P à al 


6 
(OS ROC 


Par suite la série est convergente pour les valeurs positives de ¢ qui 
s'approchent autant que l'on veut de ı et le rayon de son cercle de 
convergence n'est pas inférieur à r. 

D'aprés cela l'égalité (10) 


/0,(0, 9) - (Greg) Nee 
log q ar log eon 4 loge: 2 a5 DE. ran) 
n=1 





a lieu pour toute valeur de 4 satisfaisant à la condition 


Oo S qus. 
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Mais si q sapproche de la limite 1 l'expression qui forme le second 
membre de cette égalité converge vers la limite 


et on a par suite 


Zn conséquence la série 


converge aussi lorsque le module de ¢ est égal à 1, et représente pour 
le domaine de la quantité ¢ défini par la condition 


[| S 


une fonction analytique continue de cette variable. 
Si on pose maintenant 


(23) w(t) - e 
on obtient 
(24) D) UNE 


où les coefficients «, sont identiques à ceux de l'équation (8) 


oc 


q—2 «Wm 


qu'on peut calculer au moyen des jg, et qui sont comme ceux-ci des 


n 


nombres rationnels positifs. Si on fait tendre ¢ vers la limite 1, on a 


eoo 
æ — log164- 25 f, 
a, — € peur ces re 
0 


n= 
La fonction V'(f) est dés lors définie pour toute valeur de la variable ¢ 
correspondant à la condition 
|o se us 
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Pour / — 1 on a ¥(¢) = 1, au contraire pour toute autre valeur de / 
leo] & 1. 

D'aprés ce qui précede l'égalité 

(26) 1. Ne) 


persiste, si on pose 





#.(0, q) 5 
= lar mS 
60, q) 
et cela certainement pour les valeurs réelles de 7 appartenant à un certain 


intervalle (0...4,). Pour toutes les valeurs de £ correspondant à ces 
valeurs de q on a l'égalité 


(27) - [1-- 2  (£) 4J- 2 W*(£) 4- 2 4*(£)4-...] E 16 (E) x + (0) + AE) 


Mais si on considére ¢ comme une variable indépendante et limitée 
à lespace déterminé par la condition 


Ix 


la valeur £ — 1 étant cependant exceptée, les deux membres de l'égalité 
précédente sont une fonction analytique uniforme et continue de ¢ parce 
que pour chacune des valeurs considérées de cette quantité on a 


| v (6)| <1. 


D'aprés un théoréme connu légalité persiste pour chacune des valeurs 
de ¢ appartenant à l'intervalle considéré. On peut encore montrer que 
0,(o, g) ne peut s'annuler méme pour une valeur complexe de 4, et cela 
de la méme manière que nous l'avons démontré plus haut pour la 
fonction (o, q), en supposant que 4 était une quantité positive. 

Nous avons donc établi que si: 5 

t est une grandeur réelle ou complexe dont le module ne surpasse 
pas l'unité, et qui n'est pas égale à 1 l'égalité 


: (ec Da 


CACC)! * 
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est satisfaite, si l'on pose 


Si le module (%k) des fonctions elliptiques ne surpasse pas l'unité en 
valeur absolue et si son carré n'est pas égal à 1, alors nous avons pour 


simam (w, k), cos am (uw, k), Aam(u, Kk) 


les expressions (3), si on pose 


none 


q= Aa. 
n=0 
De plus comme les fonctions elliptiques d'un module quelconque peuvent 
1 | l 
se réduire à celles dont le module satisfait aux conditions énoncées, ce qui 
précéde suffit pour démontrer que chacune de ces fonctions peut se re- 
présenter sous la forme du quotient de deux séries 9. Dans une com- 
munication suivante je montrerai comment on peut transformer la série 


Da 


en une autre eonvergente pour toute valeur de /, et démontrerai en 
méme temps comment avec les moyens employés ici on peut résoudre le 
probléme de déduire de l'une d'entre elles toutes les autres valeurs de q 
satisfaisant à léquation 


9 
D'aprés ce qui a été établi précédemment sur le cercle de convergence 
de la série 


on 


ZE gr" 


n=1 
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et sur les propriétés des nombres f, l'équation (13) du chapitre précédent, 
qui peut s'écrire sous la forme 


logé — log 16 + % B,t" 
zi FE n=1 








1 4 ab 7 1\ 4n 
I au: ' f a PM Te | 
Pg log | ——— i —log 16 + f. Former 
IE (1 — #)* — I + (I — 04, 





est vérifiée certainement pour toute valeur réelle comprise dans l'intervalle 


(©... I), car la quantité désignée par f, dans l'établissement de ces équa- 


tions, sur laquelle on a fait seulement la supposition que la somme 


2. | Pal 4 


n=1 


r 


a une valeur finie, peut maintenant étre prise égale à ı en vertu des 
équations 


| &.] = p. Z f. = log 16. 


Si on pose donc 





n=0 | 
/ © 4 
(1) w(t) = (Xr) 
et en méme temps 
Ti Et at =? 
" I—(1— tft 1 — (1 — 0* 
(2) Fi) = Fa A — x 


Ben IN NC à 


Mais la série qui forme le second membre de cette égalité est convergente 
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pour toute valeur réelle ou complexe de la quantité ¢ et représente une 


fonction analytique de cette variable, si on fixe comme il suit l'une des 
1 


quatre valeurs qu'on peut attribuer à la puissance (1 — f pour chaque 
valeur déterminée de ¢. Si on excepte du domaine d'une quantité va- 
riable sans aucune restriction, les valeurs réelles négatives ainsi que les 
points o et oo, il y a toujours parmi les valeurs en nombre infini que le 
logarithme naturel de x peut prendre pour une valeur déterminée de 
cette variable, une valeur dont la seconde coordonnée est comprise entre 
— Tr et +z. 

C'est toujours dans la suite cette valeur que nous aurons en vue en 
écrivant logz: elle constitue à l'intérieur du domaine défini pour la va- 
riable x une fonction analytique uniforme de cette variable, car si a’ est 
un point déterminé queleonque de ce domaine, on peut l'entourer d'un 
contour tel qu'à l'intérieur la série 





(3) log a’ + Y 2 -y 


représente une telle valeur du logarithme naturel de x dont la seconde 
coordonnée comme celle de log.’ est comprise entre — z et +. 
De là il résulte en particulier que 


(4) logx =>- (x — ry 


si on limite la quantité » au domaine limité par la condition 
|r— 1|« r. 


Car à l'intérieur de ce domaine les expressions figurant dans les deux 
membres de l'égalité sont toutes les deux des fonctions analytiques uni- 
formes de x; légalité a donc lieu pour le domaine entier, car d’apres 
une remarque précédente elle persiste dans le voisinage du point r. 

De plus si z, est une quantité négative déterminée pour les valeurs 
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de x appartenant à un certain voisinage du point z,, la seconde coordonnée 
de la quantité 


eal 


est négative ou positive suivant que la seconde coordonnée de x — m, 


est positive ou negative. On a done dans le premier cas 





(5) logz = log(— 2) ti EY: CL) 
n=1 N Wo 


dans le second au contraire 


z 
; — I fe — gt 

log x — log(— r,) — zi + Ni = (==) . 
; E : Lu Nn 


(6) 


De là il résulte, que lorsque x s'approche du point x,, suivant que cela 


a lieu du côté positif ou négatif de l'espace (— ®...o), log x s'approche 
indéfiniment de la limite log (— x,) + zi ou de la limite log (— x,) — zi. 


Si on désigne les valeurs données par les formules pour log, 


log = t.) sls zi, log = 2.) Fig) 
respectivement par 
oh — 
log T log To 


on a 
(7) 


Par suite de ce qui précéde on a 


+ — 
log x, = logx, + 2zi. 


done pour les valeurs de x appartenant 


à un certain volsinage de m, 


E 


(8) 


ou il faut prendre le signe supérieur 
coordonnée de r — x, est positive ou 
Acta mathematica. 6. 
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7 


\ 


log 2, ER 2 


ds | 
n=1 


ey E 
( V, 


ou inférieur suivant que la seconde 
negative. 


24 


186 K. Weierstrass. 
d à : 

De la definition de loga, et logx, il apparait du reste que les deux 
valeurs sont à l'intérieur de l'espace (— © ... 0) des fonctions continues 
de a, . 

De plus si on définit pour les valeurs considérées de x et un ex- 


posant quelconque m la puissance x” par l'égalité 


mlog.r 


(9) x" 2 


nous tirerons des équations (3, 4) respectivement les suivantes 





; MNT = ds" P c (mos 
(10) q"—gm > (m), ( 77 x | (n), = | 


(11) gr $n) (mt y 
: n=0 1 


x” est donc aussi une fonction analytique uniforme de x. Si on pose 


pour une quantité négative 7, 





(12) 


on déduit des équations (7, 8) 





+ im J hme NUL 
(15) (a) — e (a) 
ANT IS [x Mm 
(14) qM) n (m), Ü - a) 
n=0 à “0 


ot il faut prendre le signe supérieur ou inférieur suivant que la seconde 
coordonnée de z — x, est positive ou négative. Le domaine de x, à 
l'intérieur duquel les égalités (10, 11, 14) ont lieu est le méme que 
celui pour les égalités correspondantes (5, 6, 8). Enfin il ressort de la 
définition des quantités 

+. \m = \m 

(x, ) : (a, ) : 
que toutes les deux dans l'étendue (— © ... 0) sont des fonctions conti- 


tinues de a,. 
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D'après ce qui précède, si on désigne maintenant par £ une quantité 
' variable sans restriction, 
1 


QE 


est une fonction, qui est définie comme uniforme pour toute valeur de 
¢ n'appartenant pas à l'étendue. (1... + ©), tandis qu'elle prend deux 
valeurs si £ est pris dans l'étendue en question. Si on pose 


log(1 — f) — p + ei 


écartant les valeurs £ — 1 et /( — ©, et désignant par 9 et a des grandeurs 
réelles on a 

= - I I 

(1 — #)' =e! (cos—o + isin—o 
= cos no) 


et par suite, comme o est compris dans l'intervalle (— x... +7) 


1 


jab ee 





2 112 1 
- hos p 
tp Be — AG COR IU 0. 


De là il résulte que la valeur absolue de 


u 
IT—(I—1t)}% 
mms 

I + (1 — ?#) 





est toujours inférieure à 1, et par suite que la série qui forme le premier 

membre de l'égalité (2) est absolument convergente pour toute valeur de 

t. Cette dernière propriété subsiste encore lorsqu'on donne à la quantité £ 
e 


1 
pe o 

une des valeurs exceptées, car ———— — a la valeur 1 pour ¢= 1, et 
I+ (1 — ad 


la valeur — 1 pour t= cc. 
D'après cela, si on définit maintenant X?) par l'égalité 


/ 1\ dn 


TNCS 
A Em (nen! 
H() e Dee 


Ei ner EE. 
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1 


s " ; : I —(1— Dd 
es une onction qui comme má )rena eux valeurs 
EG t fonction, q ; rend deux valeur 


1 
I (1 — £f 
seulement pour les valeurs de / réelles situées entre + 1 et + oo, et 
qui pour toute autre valeur de ¢ est uniforme et déterminée. Il faut ici 
rémarquer que les deux valeurs de 7'(/) qui correspondent à une valeur 
réelle de ¢ située entre 1 et + oo sont des quantités complexes conjuguées 
comme cela apparait immédiatement sur les égalités (12). 


De ce que nous venons de démontrer par rapport a la fonction 
1 


I-— (I — Dec n 
— —— ——^, il résulte encore que 


ID: 


: [DV Vo) = — 1, 


mais que pour toute valeur de ¢ différente de 1, oc 


ac 


| "(0| « 27 
par suite 


| rope ». 


Si on excepte du domaine de la variable les points appartenant à l'étendue 
1 

(n... + cc), d'après ce qui précède, (1 — 4* n'est pas seule une fonc- 

tion analytique uniforme, mais il en est encore ainsi des fonctions 


1 


UN, a), lo, ME], do, HO] 


1? 


WE 8 





et l'égalité (27) du § 1 
Bo, .¥(t)] = t6$[o, (4)] 
dont l'exactitude a été démontrée pour des valeurs réelles de ¢ comprises 


entre O et I, persiste pour toutes les valeurs de cette grandeur considérées 
maintenant. 
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Soit encore /, une valeur réelle de ¢ située entre 1 et + co, si 
on pose 
+ m 


v(t) — Jim wg, +8; v(t) = lim ve, — D, 
k=0 


k=0 


+ — 
en désignant par k une variable positive, alors ge), vbt) sont les deux 
valeurs de Y(t) pour £ — £,. Comme (t, +h), Y(t 


i — k) varient d'une 


1 » © 
maniere continue avec k, et que les valeurs absolues de w(t), w(¢,) 
sont toutes les deux inférieures à 1, on voit que l'égalité précédente a 
encore lieu pour ¢ — /,, quelle que soit celle de ses deux valeurs qu'on 
donne à la quantité Y(t). 

Nous avons ainsi démontré que: 

Si la fonction V7'(/) est définie, comme il précède, on a pour toute 
valeur de la variable ¢ à l’exception de ¢ — 1 et-/ = co, une valeur de 
la quantité q satisfaisant à l'équation 


ee q) n EMT 
\4,(0, q) Ne 
si on pose 


ao 


om (=) (ae 
g =e) = SOS, Le 


[eM EM EN doe 


1 » / 1 An 
4 


formule dans laquelle on peut prendre aussi bien l'une que l'autre des 
deux valeurs appartenant à 7(/), lorsque 7 a une valeur réelle comprise 
entre 1 et -> Go: 

Les coefficients ;, peuvent se caleuler de la manicre donnée plus 
haut, ou comme il suit. 

D'aprés la formule donnéé (1) on a pour les valeurs de ¢ con- 
sidérées ici 

1 


Ve = (y, - nt 4 né 85 


si done on pose 


| 
ele 


M cie w(t)! = y 
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on a 
oc ac 
iy(7-F1N |. £f 4yy 
27(ı + Zt) =Elı + Z2y 
ou bien 
[= oo 
— PE ME a RE (22+ 1227 4- 1^ 
7 Ar 2 a EX 7 Ns 
D'ou si l'on pose 
n 
LS 2 Eintl 
Qn P. EE 
il résulte 
I 
10 2 
et 
mn 
> at 2, 4% (27-- 1(2»--1) £4n4+3 
(al a > (ey; I, LE] JS . 


(n=0,1,. , >) 


Dans cette somme il ne faut considérer que les termes dans lesquels 


4» « 4n + 3. 


Au inoyen de ces formules on obtient 














I 2 15 150 T 
libro We bi Ero Me cM 
(' J'ai déjà donné depuis plusieurs années dans mes leçons sur les fonctions 
elliptiques la formule 
/ 1\ 4n+1 


ee 
In SE 


1 
qo (i kt 


mais trouvée par une autre méthode. Si on emploie seulement ses r premiers termes, 


lerreur eommise est en valeur absolue inférieure à 


I 
I — (1 — £k? 


Comparez Formeln und Lehrsätze zum Gebrauch der elliptischen Functionen de 


H. A. Schwarz, page 56. 


4y+1 
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o0 
e). 


Il faut maintenant montrer comment on trouve l'ensemble des valeurs 
de q, satisfaisant pour une seule et méme valeur de ¢ à l'équation 


0,(0, « 
() m A Ya 5 


Pour cela il est nécessaire de connaître pour chaque fonction @ toutes les 
. valeurs de l'argument pour lesquelles elles sannulent avec une- valeur 
donnée de q. Ces valeurs peuvent se trouver aussi bien par la trans- 
formation des séries 9 en produits infinis, au moyen de l'identité établie 
dans les Fundamenta nova 


co + oo 


IL: — eG + ge + ate) = X ge, 


n=1 y-—o 


ou aussi de la manicre suivante en se servant seulement des théorémes 
établis par JAconr dans le mémoire plus connu. 
De l'équation (!) 


Hy) I d los ee A(y). eu 0,(y)0{x) 
2 dz guy c Te y), (x + y)6, (x — y) 








qui se trouve dans le premier volume des oeuvres de JAcoBr, page 536 
(1, 4), si l'on développe les deux membres suivant les puissances de y, 
il résulte par la comparaison des premiers termes 

#'(o) d? 6.(0)8. (0) 62(«) 


(2) Te aq; 108 Me e ney 


Soit maintenant c» une valeur quelconque pour laquelle 6,(w) — o, il 
A (a) 
Ha) 





résulte de l'équation précédente, que le quotient sannule pour 





1 : end 
(C) Dans les formules suivantes on suppose que dans toutes les fonctions # q a la 


méme valeur. 
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x — c, tandis qu'il résulte des équations (2, 3) page 511 et ailleurs que 
9, (a 9,2) . - (p ; 
"c 2 A sy [BUD TIME ont des valeurs.finies différentes de zéro. De 
[2 3 : ; 
la formule pour LL er (p. 513 et ailleurs) il résulte 
(@ 


Ae bo) 4 f) 
(æ + 0) (a) 








et on a par suite 
d° log 0 (x + &) 7H d* log O(a) 
da da? 2 





d'où il-résulte 
(3) 0, (x + w) = Ce *^8, (a) 


formule ou C, » désignent des quantités indépendantes de x. 


Des équations (3) p. 502 on tire 
Q)  &L23--65(-  &(—ilg)- de»). 


Si done on remplace x dans (3) par æ +7 x —ilogg et dans (4) par 
x + © on obtient les équations 


0, (x: + or 7) = —e ”", Ce "0. (x) 
0,(x + © + 7) = — Ce "A (x) 
0,(* + © — ilogq) = — e.g 10g e "9 (x) 
0,(r + w —ilogg) = — e.g. Cer" (x). 
On doit done avoir 
e —29yzi = I, ge 2vi e »logq 
et par suite 
(5) w = pz — yilogq, 


u, » représentant des nombres entiers. Inversement, comme on peut le 
déduire facilement des équations (4), on a toujours 


0 (ur — à log q) = o 


lorsque yz, » sont des nombres entiers quelconques. 
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L'égalité 


0, (o + a) E Ce 79 (x) 


montre que A(@) n'est pas nulle, l'équation 6,(r) — o n'a done que des 
racines simples. Comme on a de plus 


0, (0 + =) = 0,(r) 


0, (« E 


SES 


alors l'ensemble des racines des équations 


est donné respectivement par les formules 
I ee "s E Av IN : 1 
BA jm——wlogg, pr—ily+—jlogg, (u-Fz)m—3 y+ „)logq 


et chacune de ces équations n’a que des racines simples. Dans les formules 
précédentes on peut fixer arbitrairement la valeur de log g. 


Si on pose maintenant 


U 
PACE) 


G(0, )4,(@, 9) 
i 0,(O, dk, q) 





A( Alle: 
f. (n, q) = CE DOC, q) 
&(0, gee, q) 





Po, g)4,(@, q) 
G,(0, Qa, q) 





hu, 9) = 


f(u, a), Alu, q), f.(u, q) sont des fonctions uniformes des quantités w et 


q et si on pose 
4 


H,(O. q) 
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on a pour ces fonctions les égalités suivantes 


of(u, q) à ef, (wu, « Y 
VD — fu ote, R59 = — fu, of, 9) 


— 
I 
NA 


ef (« 

BD — tf gf (ud), f(o,d) —o, f,(0,9)=1, fid) — 1 
Si on limite la variable # à un certain espace entourant le point o, on 
peut représenter /(w, q), f(u, q), f,(w, g) sous la forme ordinaire de 
séries procédant suivant les puissances des variables. Les coefficients de 
ces séries se tirent des égalités (7) comme des fonctions rationnelles 
entières de la grandeur ¢ dans lesquelles les coefficients sont des nombres 
rationnels. Par suite sil y a deux valeurs g, y, auxquelles appartienne 
la méme valeur de ¢, on obtient pour f(u, ds (lu, qd). fw.) les 
mémes séries que pour fu, q), Alu, q), f,(w, q), d'ou on peut conclure 
d'aprés une méthode connue que pour toute valeur finie de w les égalités 


(8) fu, 9) = fu, q), hu, 9) = f. (u, q); fn, 1) = f. (wu, q) 


ont lieu. 
'" On a done d'aprés ce qui précéde 


Vue) pour w= [pz — vilogq]6;(o, q) 





"OT S POU u | (a+ z) z — »i log q |6;(o, q) 


zo pour u = | az = (^ = = i log «| 0:(0, q) 


-[(* 2 


lorsqu'on désigne par y, » des nombres entiers quelconques. En méme 


f(w, q) 





= 


Eu 9) —o pour wu o + = i log 7 0:(0, q) 


. 


temps il se trouve que chacune des quatre fonctions précédentes ne 
s'annule que pour les valeurs données de w. Par suite des égalités 


fs q) == fu, 9.5 fat, q) = fu, qi) 
il vient 


unen 
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aussi pour 


rye + 6o, Mn) 


aussi pour 
ur l 
4 — — 4 6:0, 9,) log 9,- 
On doit done pouvoir déterminer quatre nombres entiers a, A, 7, 9 de 
maniere que 
—R?2 e. EN. 2 — Q; " 
| z05(05 q,) = (0, q).[(2a + 1)z — 2filogg] 


| — its(o, q,)logg, = %(0; q).[2yz — (20 + 1)ilog q]. 





(10) 


Mais al doit de méme y avoir quatre nombres entiers a’, 7, 7’, 0° pour 
lesquels or ait les egalites 


| z6;(0, q) = &(0, q,).[(2a' + 1)z — 2f'ilogg, | 


(11) 


e | —ifi(o, q)logg = (0, a)- [r7 — (20 + Dilogg]. 


De ces quatre égalités, si on pose 


il résulte 


(0, 02). | (2 — jo an, a (28 4 logo] =o 


Mais comme 6,(o, q) et la partie reelle de logg ont toujours des valeurs 
différentes de zéro, ces égalités ne peuvent avoir lieu que si 
20' +1 2 27 i N 25 +1 


2a 1 = ———, 2 2p— — 2°, DO Oy) SS eee 


= 
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Par suite on doit avoir 


a] Q I 
(2a + 1)(28 Ez 1) — Afr = PE 
done 
= ck Is (2a + 1)(20 + 1) — 467 = +1. 


Maintenant il résulte de (11) 





I 
(12) = log 4i = = 
2a + 1 + 





De ce que qg, q, sont en valeur absolue inférieurs a’ 1, il résulte que la 
: I gn I ate 
seconde coordonnée de —logg aussi bien que de —logg, est positive, et 
TEL = T 
cette dernière conclusion ne peut trouver place à la suite de la première 
: X [ * 210) 
que si (2a + 1)(20 + 1) — 48; a une valeur positive. On doit donc avoir 


(13) (2a + 1)(20 + 1) — 487 = 1. 


Si on prend done g = V'(t) ce qui précède démontre que: si a, 9 7) 

2 1 | Pr Ts 
représentent des nombres entiers satisfaisant à la relation (13) toutes les 
valeurs de q satisfaisant à l'équation 


0,(0, g)\ * 
ACE =; 
6,0, 9), 


pour une valeur donnée de ¢, sont comprises dans la formule 


2yzi + (20 + 1)log YO 
—— — Sz 
e? l)zi + 251og V) 





Cependant il faut excepter les valeurs £ — o, 1, co. 

Mais il reste encore à rechercher, si au moyen de cette formule on 
obtient toujours une valeur de q satisfaisant à l'équation en question, 
lorsqu'on y remplace a, f, 7, 9 par des nombres entiers quelconques, 
satisfaisant à la condition énoncée. Il en est effectivement ainsi, cela est 
facile à établir par la théorie de la transformation dite linéaire des 
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fonctions 0; mais cela peut aussi se montrer par l'emploi des formules 
de réduction des fonctions elliptiques d'argument wi et de module i aux 
fonctions d’argument u et de module # = 1 —i?. Crest ce que je ferai 
dans ce qui sulvra. 


A Vaide des relations 
h wg) BP ug) a 
o iud ee [ren] 


0300, q) 





qu'on peut déduire des équations (7) du $ 3, ou méme directement des 
formules (D) qu'on trouve dans le traité de JAconr p. 511, on tire des 
équations citées d'abord les suivantes 


CAS) fO, qy 





ou fh, q) file, q) 





Oufilu, q) fiw, 9 


Ou f, (w, q) 


Si on remplace dans ces équations x par wi, q par q' et si on détermine 
q de maniére que 

















um (ai M en 0,0, zu 
Zu \#,(0, q)/ (20, gd) 
il vient 
ce fui, y). "s I ft, qn) 
ua, q) ^ Fat, q) fw, 9) 
792 ree fai, 7) fav, q) 
Qu f (i, q) if (ui, q) f emi, 4) 
9 /,(wi, q) t fi, q) 








ouf(ui, q) ine f, Gui, q) if (ui, q) 
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Dans ces équations ¢ a la méme signification que dans les équations (7) 
du $ 3, de maniere qu'elles subsistent lorsqu'on. remplace 


fu, a),  hf(w4), . fu, 9) 


respectivement par 


fi, q) ^ foi, g) 
ifi, q')” fui, q' fut, q) 
Si on répète alors les raisonnements au moyen desquels nous avons établi 
précédemment les équations (8) du $ 3, il en résulte que ces derniéres 
fonctions sont identiques avec les premicres. 
On a donc 
f(ut, q) 
if (ui, q) 





CAT 


I er 
how, q) 








(1) ha, 9) = 


Gu, q) = fí(wi, q) 


les deux quantités q et q’ étant liées par l'équation 


GT N : (&.(0, q) ^ am 


4,(0, D) = (no, q), RE 


TT 
t3 
SS, 


On peut maintenant regarder ¢ comme une variable indépendante et 
désigner par Æ(f) ce que devient la fonction #%(o, g) par la substitution 
q = V(t). Alors comme il ressort des formules (9) du $ 3, si on donne à la 
grandeur ¢ une valeur queleonque comprise entre o et 1, et si on prend 
q — V(t), q' = V(1 —t), la plus petite valeur positive de la grandeur 
uw pour laquelle f(u, g) — o est égale à zF(ft), et la plus petite valeur 
positive de la méme grandeur pour laquelle f(wi, g') s'annule est égale 


à — F(1 — t)log V(1 — t), et on a en vertu des relations (1) l'égalité 
(3) zF(t) = — F(1 — 1) log (y — 1) 


d'ou résulte si on remplace £ par (1 — /) 
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(4) zF(1 —t) = — F(t)log Mt) 
(5) log Y(t). log (1 — f) = 7°. 
Désignons maintenant par 7 une quantité à laquelle on ne peut attribuer 


que des valeurs complexes dont la seconde coordonnée est positive. De 
plus, comme dans les Formeln und Lehrsätze, soient 








2); 0,(v| x), 0, (v 








ce que deviennent les fonctions 
O(x;-q); I 4), 0,(x, q), 0.(r, q) 


par les substitutions 


vx 


“= m, qe; Vd = € 


alors chacune des derniéres fonctions est une fonction analytique uniforme 
des variables indépendantes », r, si on limite le domaine de c d'apres les 
conventions faites, tandis que » peut prendre toutes les valeurs à l'ex- 
ception de oo. 

Si on donne ensuite à la quantité 7 une valeur quelconque dont la 


premiere coordonnée est nulle de manicre que - ait une valeur réelle 


e.| 4 


comprise entre © et + oco et en méme temps si on pose 


t uf OOS 2 — ^8. (Gic) V4 
B EL a fase Los gx (ae S 


t et q sont tous les deux réels et compris entre o et 1. 





Il en résulte que 
zzi = log V'(i) 


parce que à une valeur de / réelle, comprise entre o et 1, comme il a 
été démontré dans $ 1 correspond seulement une valeur de q comprise 
dans le méme intervalle, et à celle-ci seulement une valeur de 7 pour 


laquelle = est réel. Si on pose donc 


dri = log V'(1 -— f) 
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on à d'aprés l'équation (5) 


et d'aprés l'équation (4) 








0,(0| 2) = - (0 | ze 
De plus on a 
I wr! 
afl V... neta. mela 
ó, (o | D i | A3(0 | t) 0:(o | c) 


et aussi 


t (o 


je 





et par suite encore 


8'(o|3) = (5) E (o Re Jj. 


qa | =. 


| f^ 20 ED 
Comme -, 6,(0|7), 4, (o | — =} ete. sont des quantités toutes positives, 


il vient 


wie 


a, (o — —) 


909 = (=) 


ii t| Geo] — 3) 


N, \ 








Ces équations ont été obtenues dans lhypothése que = a une valeur 
( 


reelle comprise entre o et + co. Mais comme toutes les fonctions 


précédentes sont des fonctions uniformes analytiques de 7 lorsque la valeur 
1 


VN ; ; ; : : mie 
de () est fixée comme on l'a supposé dans $ 2, par suite ce qui précède 


démontre l'exactitude de l'équation pour toute valeur de c. 
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Des expressions des fonctions 4 résultent immédiatement les relations 


suivantes 








De (7) on tire encore 
| @,(0 | z) = lol: + 2) 
(8) pe 


0,(0| 2) = &|« + 2). 


De plus on tire de (6) en transformant les fonctions 9 du second membre 





à I . : 
en fonctions de (— — — 2) et celles-ci en fonctions de "EIE 


Ca | 


























Si dans (8) on remplace 7 par 7— 2 et dans (9) par — — il vient 
encore | 

8,(o | 7) = 6,(0| 7 — 2) 
(10) 6,(o | z) = 76,(0 | -— 2) 





| 6,(0| 7 = 6,(0| c — 2) 
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1 
NUS 
2 


| (), O 7) = i(. = zai A, (o — =) 
| 
! 








* 


1 


ya. (o = ) 


\ 


9,(0|7) = (—J' &(o —.)- 


\ ZU 
/ I 


HG) a= || 








D OC 

















De ces équations (7—11) on déduit les suivantes dans lesquelles g et h 
désignent des nombres entiers quelconques: 









































0,(o | 7) Sy #,(0 | fob 2g) 0, (0 | 7) 4,(0 | Gar 2g) 
vol) ^ &(o|c- 29)" (old). '6(0|c-F 29) 
8,(o | 9) il | Dd z^ BO e i TER 2d 
PONT) — Sy c ) 6,(0 | 2) t 
P j j 
(12) 6 (e| I + 2hr #,(0 I + 2hc 
{ 2g +7 ) 2g +7 
Ho = lol Ss 
AO sees i | | 1 + 4gh + 2hc 8,(o | 9) E T 1+ 4gh + = 
u (0 | = ET DIG | 2g AE ) , 0, (0 | T) 7 (o be ZU ) 5 
AN 1 + 4gh + 2hr) 3 I + 4gh + 2hz, 





Admettons maintenant que a, b, c, d soient quatre nombres entiers 
donnés entre lesquels existe la relation ad — be = 1, que b et c soient 
pairs, a et d par suite impairs. Si on remplace dans les deux dernières 
des équations précédentes 


T par 7, = ——- et g eth ar — 9, — Wi 
par mo mM g I 9; 
et si on pose 
(pe op d, — d — 29b. a = a 2, 








z a, + bc 
Hola) y Wl) ^ els) à Mol) 
Bols) "Bow = &o[s) Ói(o|z) 
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Mais si on désigne par + celui des nombres 1 ou — I qui est congruent 
à a (mod 4), on a 


— = g(mod 4) 
et de plus, par suite de l'équation 


ad — bc — 1, d=a(mod4) et * dj, =d=e 




















1 

eh eh 

— — — = h(mod 4). 
Par suite on a 

ec ec | zb = zh / = 
(13) —y. 6,(0 a) ;-x.6(0|) ge Ao EN) = = GOT) 
#,(0 | c,) 8,(0 | z,) &,(O | z,) 8,(0 | z,) 
Par suite entre les nombres a,, b,, c,, d, existe la relation 
ad) bic, —"1 


et on a 


a, — a — e (mod 4). 


De Ja résulte encore ceci. 


, Joy h,, ete, des nombres entiers 


Si en désignant par g, h, gj, h, 


arbitraires, on pose 


£, — 6 — 290, d, — d — 29b, Qaa — 2h; b, = b — 2hd, 
Cy = €, — 29a pd, — di 39b, -- a, a, — 2hie, 5, = bi hd, 
- 
6, = ¢, = 29,4,; d, = d,— 29,0; a, — a, — 2h,c,,. .6, = 0, — 2h,d, 
etc. 
et 
e, + dc 6, + da e, + d,z et 
Chim T, — — 2 COE ele 
2 a, + bc 3 a, + br 4 a, + b;: 
alors 5), ¢,; 5,, 6,, 5,5:6,,12 4 Sont des notabres) pais 2, dd, dos Ja- 


sont des nombres impairs entre lesquels existent les relations 


wd, be = 1, «(t d, — 0,0, = 1, ... 
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et on a 
— = 6,(0|7,) = Oey = = 2017) 
) - = /) “ p 7 en —_— = 
er ACHES) 0,0 |7,) 8,0 | c.) 
25 oc) 39 a el) = Kelle) a &(0|c) = 
f (o 7) #,(0| c,) 0, (0 Ts) #,(0 | 75) i 








Si b n'est pas nul, et qu'on détermine, ce qui est toujours possible, les 


nombres g et À de maniere que 
eu 
et 
I| «14 
par suite on a 


I^ « |^]. 


Si b, est aussi différent de zéro, et qu'on détermine maintenant gis 
de maniere que 


I^] « [4] 


et ensuite si b, est différent de zéro, qu'on prenne encore g,, h, de 


maniere que 
|^; | < |^, | , ete. 


on voit qu'en continuant de cette manière -on arrive nécessairement à une 
expression 7, dans laquelle 5, , = o. Par suite de l'équation 


12,1 — 0, 465 = T, 





et comme a, @,, &,, ..., 4,_, sont: tous — e(mod 4), on a alors 














Qu = €, d, pie» 0, — EC, sie e 
et par suite en vertu de (12) 
ET ou 4 SE 
i2 Bol) _ &(0|9) ix.A0o|ve)  &(olo 
4,(0 | ty) #,(0 | z 4,(0 | c) 4,(0 | c) 
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Ainsi on a done enfin 











0,(0 | z,) = le #,(o | c) tolle) 
(14) ala) 2.5, OLD, GMM. = Hla). 
0.(O | z,) 4,(0 | z) 0,(0 | z) #,(0 | z) A 
Si on pose 
t.— —log V(t) 


il résulte de la premiere de ces équations 





= > 
@(o\7r )\* 
(=) — À 
\4,(0 |z,) 
ou 
(15) (202) — 1 
5 od) 
si on pose 
cri + dlog Ti) E: 
(16) q = e» — Eri t blog uy 


Ceci démontre la proposition énoncée à la fin du § 3, et on peut énoncer 
d'une maniere en quelque sorte plus précise le théorème: 

Pour toute valeur donnée de la variable ¢, il y a une infinite de 
valeurs de la quantité g qui satisfont à légalité 


39/8 Oa Gye 
oe (to: D) 


elles sont toutes fournies par la formule 


2yri+(20+ log WO _ 
== es + Dai + Blog TO) 3 








dans laquelle 4, A, 7, 9 représentent des nombres entiers devant satisfaire 
à la condition 


(2a + 1)(28 + 1) — 467 = 1, 


mais qui ne sont soumis à aucune autre restriction. (La valeur du loga- 
rithme de 7(/) peut être fixée arbitrairement dans la formule précédente.) 
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- 


+). 


Si maintenant on donne à la grandeur 4 une quelconque des valeurs 


qu'elle peut prendre d’après la formule précédente, si on pose ¢ = K^, en 
exceptant les valeurs singulières k* = 0, 1, co, on a 

(0, g)6,(x, q) 

4,(0, q) Ge, q) 


/ 





sinam(w, k) = 


/ f Ko, q) A(x, q) 
sas am (aus 6) — eee 

(1) Piette NE ID 
y “Ko, g) A(x, q) 
Aam(u, k) = ——- DEEE 
(0, q) A(x, q) 


avec 


(2) u 
2 L = u —. 
,5(O, q) 

Sous cette forme sinam(z, Kk), cosam(u, Æ), Aam(w, k) nous apparaissent 
comme des fonctions uniformes de w et q, par suite de la disparition du 
ho I IHNEN , ] e PR. 
adical v7 qui figure dans 6,(r, y), 6,(r, q), 6,(0, 9). Mais si on exprime 
8,0,.q) 4,(0, q) 
60, g)' 6,0, q) 





au moyen de 4^ il vient 








: I Q (x, q) 
sing k) — 3x3 p uy 
inam (u, K) Vie O@, q) 

NI ee WEN Ee q) 

E d PET ETT NR OE 
(3) cos am (uw, k) = ye “Aa, q) 
ic MCA gh 
EAM 4 = DEN Se en 
| A am(u, k) Vr—À Hx, q)^ 


Il nous reste encore à déterminer quelle valeur nous devons choisir 
pour les radicaux y, Yı— Ah’, v4. Pour cela quelques éclaircissements 
concernant les fonctions #'(t), log (f) sont encore nécessaires. 
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Si on excepte du domaine de la variable ¢ les valeurs appartenant 
a l'intervalle (1 ... + ©), alors ¥(t) est une fonction uniforme et 
continue de ¢, qui en outre, comme son module est constamment inférieur 
à 1 possede les propriétés suivantes. 

1°. Elle a une valeur réelle ou complexe suivant que ¢ est réel 
ou complexe. 

2°. Dans le premier cas elle est de méme signe que f. 

3°. Pour toute valeur complexe de £ sa seconde coordonnée est de 
méme signe que la seconde coordonnée de f. 

La premiére propriété résulte immédiatement des équations 





ö 2 1 An+1 
* Y = 77 
(t) T fn "ae u 1 | 
- n=0 NU =e (1 == BF 





OO, VQ 
fe nn) 


meal Yen p + EE) E Wy. 
—— ot). : 
8 [o, V(1)] 16 (1) ( ) 


1 + 24(t) 4-2V*(t) 4+... 


La premiere montre que ¥(t) est toujours réelle pour des valeurs de ¢ 

réelles appartenant à l'intervalle (— © ... 1), l'autre montre qu'inverse- 

ment, lorsque 7'(7/) a une valeur réelle, ¢ est aussi réel, et compris d’après 

lhypothése faite entre — oo et 1. De la seconde équation résulte l'ex- 

actitude de la proposition (2). La troisième se démontre comme il suit. 
Pour 


Ia 


t=ı+i, ona log(1 —/) = — 


t3 


par suite 
1 


et cM cs DA. 
D — = 219 


x B 16 
I + (1 — t)t I +e $ 





et des lors comme les rz, sont tous des nombres positifs, Y(t) est égale 
au produit de ö et d'une quantité positive. De la valeur 1 + i, £ peut 
passer d'une manicre continue à toute autre valeur complexe ¢,, dont ia 
seconde coordonnée est positive, sans pour cela traverser une valeur réelle. 
La seconde coordonnée de Y(t) varie constarament avec ¢ pendant ce 


passage sans devenir nulle (S 1), et par suite est positive pour ¢ = f, 
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comme pour { — 1 4- i. D'une maniére toute semblable on montrera que 
Y(t) pour £ = 1 — à est égale au produit de À par une quantité négative 


et de là résulte la parité de signe de la seconde coordonnée de #'(t) 
avec la seconde coordonnée de ¢ même dans le cas où cette derniére est 


négative. Du reste il résulte de la signification donnée plus haut à 
I 
(1 —?)* et du § 1 qua des valeurs complexes conjuguées de ¢ corres- 
1 


pondent des valeurs complexes aussi conjuguées pour (1 — £)* et W(f), 

et par suite il suffit d'établir la 3'"* propriété de la fonction V'(f) pour 

des valeurs de 4 dont la seconde coordonnée est positive. 
Faisons encore ici la remarque suivante. 


Si on pose 


I —(1— yt - 


on a 








et on peut montrer a l’aide de ces deux équations que les 3 propriétés 
précédentes s'appliquent également à la fonction g(t); il ny a quà 
remplacer dans les démonstrations précédentes partout V'(/) par e(t). 

D'après ce qui précède, si on excepte du domaine de la variable ? 
encore les valeurs réelles appartenant à l'intervalle — oo ... o, non 
seulement e(t), V'(t) mais encore 


‘ log e(t), log Y(t), 


sont des fonctions uniformes et continues de /. De l'équation précé- 
dente (S 2) 


H(t) = ce, 


D | — 
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et par suite 


log 7'(t) = log Cri (t)) + — Ly Be (t) + 2mm 


E 


ou m représente un nombre entier, qui à l'intérieur du domaine assignée 
maintenant à la quantité /, ne peut pas avoir différentes valeurs à cause 
I 


de la continuité des fonctions ¢(t), log(—¢(t)), log Y(t). Pour toutes 
vm T 


les valeurs réelles de ? comprises entre Oo et I, ces trois fonctions sont 
toutes réelles, et par suite m = 0; on a donc l'équation 





1\ = f 1^ 4n 
E II—(r—1t)* I he I — (1 — it 
(4) log Y(t) = log 5 hy 5s m > Bis 
= CLS ei Si i (TE 


pour toutes les valeurs de ¢ non exceptées, à la condition que les valeurs 
des logarithmes soient déterminées, comme on l'a établi dans § 2. Si 
maintenant on donne à la quantité ¢ une valeur réelle comprise entre 1 
et + oo, l'équation précédente persiste encore, si on donne au radical 


1 
(1 — £)‘ Tune ou l'autre des deux valeurs qu'elle peut alors prendre, et 
si on donne en méme temps à la fonction ¥(t) la valeur correspondante. 
Pour une valeur réelle négative de f, on a enfin 


lim log ¥"(¢ + ik) = log[— V(t)] + zi, 


k=0 


lim log e (f + ik) = log[— ¢(t)] + zi 


k=0 


(ou k représente une quantité positive), et par suite 


I— D Dl I — (I — ff | 


a = T+(—1t p 


CASE pe MONET 


| 


Ceci établi, si on définit maintenant les valeurs des puissances 


1 
(&?*, (1 — Ey, VE?) 
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comme on l'a établi dans $ 2, il résulte des équations 


2. (8,[0, V(E ‘igs Legi Ono: EU 
iu Go voe) : ; k-— Gu e 


dans l'hypothése préalable où ni k? ni 1 — K^ n'ont de valeurs réelles 
appartenant à l'intervalle (— © ... 0), si on remplace dans 6,[0, V'(k^)] 


1 


le radical Vv) par la valeur V'(k?) 


T x... 6[o, Y(&*)] 
By) nen /J EE m ’ 
(6) Co 6,[o, V(k*)]" (1 Fes 8,[o, V(k*)]" 








Car ces équations ont lieu lorsque A^ est une valeur comprise entre o et 
1 1 


1; comme (4°), (1 — &?f, 6,[0, V(k*)], &,[o, V(k*)], 6(o, ¥(k?)] sont 
toutes des fonctions analytiques uniformes de A^, elles subsistent encore 
pour toute valeur complexe de A7, si on excepte du domaine de cette 
grandeur, les valeurs réelles appartenant aux intervalles (— oo ... 0) 
RIDER CS S 

De plus comme la seconde coordonnée de (A?) d'aprés ce qui 
précède a le méme signe que la seconde coordonnée de k’, 


log (k^) — log (k”) 


tend vers une limite réelle lorsque £4? s'approche indéfiniment d’une 
quantité réelle négative; et de même 


1 
var»)! 
ea 


(ey 


tend vers une limite positive. La premiére des équations (6) subsiste 


done encore pour une valeur négative de L^, à la condition qu’apres avoir 
1 


fixé la valeur de (k")! on donne au radical j7(;7) celle de ses valeurs 
pour laquelle 
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est une quantité positive. La seconde des équations (6) subsiste en tous 
cas pour une valeur négative de E^, puisque pour une telle valeur 7(47) 
1 
est réelle et par suite A[o, V(k*)]. &,[o, V(k*)], aussi bien que (1 — £?)* 
"sont des quantités positives. 

Enfin pour une valeur réelle de k^ située entre 1 et + ©, les 


équations en question subsistent encore, si aprés avoir fixé la valeur de 
1 
(1 —k*)* on prend pour 4¥(k*) la valeur correspondante. 


apres cela les. équations précédentes existent, si l'on fixe les 

D’ la 1 juat dentes (3 tent, l'on fixe 1 

valeurs des radicaux (4, \ı — 4’ de manière que dans chacun d'eux la 
\ \ 

première coordonnée soit positive, et ne soit pas en valeur absolue in- 

férieure à la seconde coordonnée, (*) si de plus on pose 


oo 


: d p pnr 4n+1 


n=0 


et enfin si on détermine encore la valeur de {7, de maniere que sa 
premicre coordonnée soit positive et ne soit pas en valeur absolue inférieure 
à sa seconde, ce qui, dans le cas où E^ et par suite g ont une valeur 
“= 
, z 5-0 \ : ( : } SD 
négative, donne la condition à remplir que e doit étre une quantité 
Vk 
positive. 
De plus, en conservant les valeurs ainsi déterminées pour les quan- 
tités V4, Vr — i, Y(k’), et aprés avoir pris 4 nombres' a, f, 7, à, 
entiers satisfaisant à la condition 


(2a + 1)(28 + 1) — 4fr = 1, 


posons 
I s 27 + (20 + ı)r 
AG n? ETE Wulf XU Er Rent , 
ad) = log FU), 21 2a + 1 + 2f 
q A en, V4 an P T 





* x " : . rg i | RE S| ^ : 
(') D'après cette détermination YA’, V1 — K^ ont les mêmes valeurs que les puis- 
1 1 
sances (k?)t, (1 —k?)£; cela résulte immédiatement de la définition donnée pour ces 


dernieres expressions dans 2 2. 
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d'où, dans le cas où A? est une quantité négative, il faut prendre pour 


or T) : ; A c 
est égale à la valeur déterminée 


log 4'(k°) la valeur pour laquelle € 
précédemment pour (7(4*). Alors, en vertu des équations (14) du para- 
graphe précédent, si on désigne par € l'un des deux nombres 1, — 1 


auquel 24 + 1 soit congruent (mod 4), on a 
































KO QUON m) (ule CR je 8,(o |?) 
9,(0\ 7) 8.(0 | 7)’ 4,(0 | z,) 4,(0 | v) 
et par suite 
#,(0, q) 5, Ko, q) o una mE 
bed e) — Vul CN — 4 iy — 7? 
8) 0 (0, q) Mi sb, BA, a) 
et les équations (1) deviennent 
6 ; ; Ta He, 4) 
sinam(u, k) = T CRE) 


aes dens US (Coe 


Ve Aa, q) 





cos am (u, k) = 








; STENT O(a, ¢ 
PANEM TOC) e ee Ike d) 








f(x. q) 
2yri + (26+ 1)log WK?) xi 
, U 4 (2a + 1)zi+ 28log l (42) 4 
Vis VI E € = 
0;(0, q) 


Ainsi se trouve résolu le probleme qu'il fallait résoudre pour terminer 
la théorie des fonctions elliptiques développée dans le mémoire de JAconr. 
Il reste cependant encore une question à traiter. La série indéfinie, par 
laquelle se trouve exprimée la fonction Y(t) n'est que faiblement conver- 
gente, lorsque la valeur absolue de’la quantité (1 — {) est petite, lorsque 
( a une valeur peu différente de 1. Il est par suite d'une importance 
essentielle, de déduire, comme nous allons le montrer, de cette série in- 
finie d'autres expressions de "7/(/), desquelles, l'une au moins se prête 
trés-facilement au calcul de 4¥(¢), quelle que soit la valeur de #4). 
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6. 


A la condition qu'on excepte du domaine de la variable ¢ les valeurs 
réelles appartenant à l'intervalle (1 ... + co), ¥(¢) n'est pas seulement, 
comme on l'a montré dans le paragraphe précédent, une fonction définie 
uniforme et continue, mais encore une fonction se comportant partout 
regulierement. (1) Cela est évident, si on considère que, dans le domaine 
auquel est limitée par la condition imposée la variation de f, 


1 


f(s 
e(t) = 
I + (1 — £f 


est une fonction définie uniforme et régulière, et que la série procédant 
suivant les puissances de e(£), qui représente la fonction (f£) est uniformé- 
ment convergente dans le voisinage de toute valeur de ¢ déterminée. 

Si on excepte de plus du domaine de la quantité ¢ les valeurs 
réelles négatives, alors dans le domaine auquel est limitée la variation de 
¢ — (on peut le désigner par 7") — Y(t) ne peut ni s'annuler ni recevoir 
une valeur negative; dans ce domaine log 7'(/£) est donc aussi une fonction 
définie uniforme et reguliere. 

De cette propriété de log V'(£), résulte que l'équation 


E 

(1) log ¥(t¢). log ?(ı — à) = 7° 

établie dans le $ 4 dans l'hypothèse où ? est une quantité réelle comprise 

entre © et 1 subsiste pour toute valeur de ¢ appartenant au domaine 7”. 
En effet comme non-seulement log (f), mais encore log V'(1 — 7) se 

comporte partout régulièrement à l'intérieur de 7’, par suite l'expression 


log Y(t). log (1 — t) — z^ 





(! Je dis d'une fonction définie uniforme de la variable ¢ qu'elle se comporte 
régulièrement dans le voisinage d'une valeur déterminée f,. lorsque, pour toutes les valeurs 


de ¢ comprises à l'intérieur d'un certain contour autour du point f£,, on peut la représenter 


0? 


par une série ordinaire suivant les puissances de 4 — #,. 
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peut se représenter sous la forme d'une série ordonnée suivant les puis- 
sances de / — /,, à l'intérieur d'un certain contour autour de f,, f, étant 
une valeur quelconque déterminée de Ef. h 

Si on prend ¢, dans l'intervalle (o ... 1), comme il y a dans toute 
direction au voisinage de ¢, des valeurs de la quantité ¢ pour lesquelles 
l'expression précédente s'annule, tous les coefficients de cette série sont 
nécessairement nuls; il doit done en étre ainsi pour toute autre valeur 
de £, et l'équation (1) doit subsister en tout point de 7’ d'après un 
théorème connu de la théorie des fonctions, le domaine 7’ formant un 
tout continu. 

De plus, comme la seconde coordonnée de 47(/) a le méme signe 
que la seconde coordonnée de /, on a 

log ¥(¢) = log[— #(t)] + iz, 


o 


avec le signe + ou le signe — devant 7 suivant que la seconde coor- 
donnée de £ est positive ou négative. Maintenant comme log[— #(#)] se 
comporte réguliérement dans le voisinage de toute valeur réelle négative 


de f£, on a 


ES 
log (1) = log(— ¥(t)] + iz 


o 





(2) 9 
log (t) = log[— V(0)] — iz 





pour toute valeur négative réelle de ¢. A l'aide de ces formules on tire 
de l'équation (1) pour une valeur réelle de £ > 1 


2 


. = a 
log? (2) x log [— (1 — t)] — ir 





2 


ES 7T 
log 4 (4) SS E 


Si on admet maintenant que ¢ ait une valeur complexe, et si on désigne 
par e le nombre 1 ou — 1, suivant que la seconde coordonnée de ¢ est 
positive ou négative; alors 
E 
I — (1 — t)* 
> 1 


1+(1—#) 


bo 
m 
Ox 


Sur la théorie des fonetions elliptiques. 


si on remplace ¢ par 1 — £ se transforme en 























d'ou 

(5) log V'(1 — ft) = log 4 (s T = — eiz 

De plus l'équation (1), si on y remplace ¢ par x -, devient 
TS) AA ik 

(6) log ¥ ( ; ) . log Y im I 





S. — I : 
Si dans (5) on remplace ¢ par , et si on remarque que la seconde 





; bi — x : ; 
coordonnée de a le méme signe que la seconde coordonnée de f, 
il vient 
(7) log (2) = log  (——) — eiz. 

e " * m 





Enfin il résulte de (1) si on remplace ¢ par 








I SIG USA 3 
5). log (I) = =". 


(8) log V'( 


N 


Les équations (1), (5), (6), (7), (8) conduisent aux suivantes, dans les- , 
quelles il faut prendre devant i le signe supérieur ou inférieur, suivant 
que la seconde coordonnée de # est positive ou négative 


bo 
[S 
© 
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2 

















, 7t 

PA Tune 

log V(t) = — 
log v(! -) F d 

zlog 4(-—) 
(9) log Y(t) = \ 

z + tlog 7 (4) 

log Fr) = = + in 
log gu = 3) 

log F(t) = log V (; E -) + in 


Il est facile d'après ce qui. précède de découvrir ce que deviennent ces 
équations lorsque la seconde coordonnée de £ s'annule. 

Qu'on imagine maintenant dans le plan de la variable ¢ un cercle 
L, de rayon 1 et de centre o, un deuxiéme cercle L, de méme rayon 
et ayant pour centre le point 1, et par les points d'intersection de Z, 


zi 


zi 


et L, pour lesquels ¢ a les valeurs e’, e *, une droite indéfinie L,. 
Ces trois lignes divisent le plan en six parties (7, T^ hr sa RENS 
maniere que les intervalles 


1 I 
(o TS =), (=... 3 (1 ... 2), (2... + co), (— eo... — 1), (— 1... — 0) 
solent respectivement situés dans 


DLT ST We CET 





LT c MES 
a ZA z DS 
ABT 
N T 
eo T, zi T. (0 -T, I T l T, I2 3 boo 
= zii 
MD AES ge LA 
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si à chaque valeur de ¢ on en fait correspondre deux autres ! et /" au 
moyen des équations 


, 
PYRE ys pee, 
aux valeurs de ¢ situées dans les espaces 
[4 
JE Ti, T,, T,, iy n 
correspondront des valeurs de /' respectivement en 


deg T,, T, , 2. i q; 


et de /" en 
T 75 Le T p Bo T,. 


D'ou découle facilement le théoréme suivant. 
Si t est situé en 


nr T;; T, MS T; 


alors en T, seront situés réspectivement 











D’apres les formules (9), le calcul de ¥(#) pour toute valeur donnée de ¢ 
se ramène done au calcul de la méme fonction pour un argument relatif 


au domaine 7,. 
Pour des valeurs réelles de /, on appliquera done les formules 


suivantes 








t—— =) log V'(t) = des "DS 
i 4-2 log v (à) = 5 ; 
log r(' = -) — az 
log y(t) = e 
: log (L5) + iz 


bo 
Jo 
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fal 
n zlog 7 (7) 


Cet CO log (1) = IND 
z—ilog V i) 


I 
z loo WI —_ 
log r(7) 


desque v(7) 














log v (+) = 








i — — co — 1 log (1) = j— Rex Sb 
log ri = ;) 
log v(t) = zz — iz, 
log 7 ——, 
+ t 
t{=—I [e log (t) = log v (——) + ir, 





Il reste encore maintenant à rechercher quelle est la valeur la plus 
grande que peut prendre le module de 


1 

IL Ee 

e(t) == 
rr 


lorsque la quantité ¢ est limitée au domaine 7,. 
Comme on le sait cette valeur la plus grande correspond à une 
valeur de £ situé sur la limite de 7). La limite de T, est déterminée 


zi Ti 


par le segment de la droite L, compris entre les deux points e ?, e*, 


et par lare du cercle L, limité par ces deux points et passant par le. 


1 
point o. 


Si, en désignant par w une quantité réelle, on pose 
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¢ parcourt la droite L, lorsque w parcourt l'intervalle (— 7 ... + =z). 
d log|e(t ; ; . ; 
Alors Sos ecol est égale à la partie réelle de 
aU 








d log ¢(t) 1 ce. ek vc dlogt 
dw E^ EL E Tb) js dw 
par suite comme 
et d log t Ar 
1—t = 2 Jm — ile — i(1 — t) 
2 cos — 





ile ‘ae ET ar 
CARON os ze. | (2 cos) "sing + (2 cos”) ni]. 


dw 2 


À l'intérieur de l'ntervalle (w — — x... +7) e(t) n'est ni nulle ni 

Pan is ts wd) : s oe : ; 

infinie; par suite LM sannule pour w=o et est positive lorsque w 
au 

est situé entre o et z, négative lorsque w est situé entre o et — z. Le 

module de e(t) est done un minimum pour w = o, et croit constamment 


N 


lorsque ¢ parcourt en croissant constamment l'intervalle (o ... 7), ou 








l'intervalle (o ... — z) en décroissant constamment. 
Pour ¢ = e*, comme 1 —e* —e ?*,on a 
E: 
‘ 12 
ae T 
g(t) — zi d QUSE 
LM 12 
CHAPOUE AS el“ 
. T 
On: 


La plus grande valeur du module de ç(t) sur la droite joignant les deux 


mt 
4c 


Ft 
. = xd ms # 7 , : 5 & 
pointe see est donc égale à tg 
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. Si on pose encore 
t— 1 —e " 
t parcourt le cercle L 


, lorsque w parcourt lintervalle (— z ... + z). 


Alors on a 


I+e : 

. . > . 
et le module de £(t) est un minimum au point w — 0, £ — o, et un 
maximum au point w= +7, ét — 2. La plus grande valeur qu'il peut 


est done obtenue 


prendre sur la partie de l'arc de cercle limitant 7, 


Ti Ti 
aux points e’, e ?. Ainsi done on a démontré: 


Le module de ¢(¢) a dans le domaine T, sa plus grande valeur aux 
zi Ti 


points 4 — e*, t=e ? et ce maximum est égal à 1g 
Par suite pour toute valeur de 7 appartenant au domaine 7, la série 


I 2 Jm 3 T: EEO 
alt) + zie) + zoe ( + meet) +... 
est si rapidement convergente, qu'ordinairement dans la pratique les trois 


premiers termes, et dans beaucoup de cas les deux premiers donnent la 
valeur de la fonction #2) avec une approximation suffisante. 


-— 
. 


Si dans les séries qui définissent les fonctions 6,(v 





t), 6,(v| 2) etc. 


on remplace 7 par e+ z, e désignant lun des deux nombres 1, — 1 


on voit que les fonctions 
7); 0, (v 


sont égales respectivement aux fonctions 


0, (v 








), Ale 








e = 
A(vle+ 2), à TOKO Ve a e Tg 
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De plus si dans les équations (1) de $ 4 on pose 


Vg = et, ug CER u =" d: (Oe). v, ui = 0:0, q').v'z, 
et si, au moyen des formules (6) du § 3, on exprime les fonctions 
fu, q), fu, d), fu, q), au moyen des fonctions 6(vz, q), 6,(vz, q), 
les fonctions f(ui, q), f,(ui, q'), f(wi, qà) au moyen de 6(v'z, q’) et de 
9, (v'z, q'), et si on remarque que d'apres les formules (6) du $ 4, on a 


8,0, q)  4,(0, q) 4(0, q) HO, q^) Ho, q) f (O, q^) 
&(0,q) 40,9)’ (0,4) 60,4) 80,9) 40,4) 











63(0, 7) =:%(0, q) 


et par suite 


on arrive vu théoréme suivant: 
Le quotient de deux quelconques des fonctions 








7), 0,(v | 3), 0. (v 





ne change pas de valeur si on remplace ces fonctions respectivement par 
les suivantes 

















v I I 4 u x) v iy / v I 
ee ILLNM 2e ee 7; 
Maintenant posons comme plus haut ($ 5) 

(1) . .. 2yzi + (20 +,1) log ¥(k*) 
" — (2a + 1)zi + 23 log V (k*) 

et 

1 I— er I T 
(2) RE Fe ie oa LEAD Find Gao 

Gi ‘1 3 Ce 

e I 
ee eco Bine 











222 K. Weierstrass. 
u v v 
2 — , L— 1 gue. — 1 
5 v : : t — +, 0, =v, = ——, 
(3) : zÜs(0 | ,) : zi E : 7, 
: V, V , — ev, v —— ev, 
DRE ae See ih DE 
3 1*3 *1*g 5 173% 


























65(0| 2) = —6:(0| 2) = = (9|) 
ZI ZI 
I > (M » C 2 
= — —0,(0 |7,) = = 0;(o| t;) = —— GC | z,) 
1178 "1*8 210806 
posons 
X a b net wt ques we 
E RO 2 qx 0|«)* 37) ACTES 
(4) AR T MES ut hs T MEN v TE 
Fre)” Tor)? (0%) 








Maintenant si on change dans les équations (9) du $ 5 les fonctions 
A(x, q), O,(x, q), ... respectivement en 





7): 0, (v, 





52  (% 1%), |) 


et si en appliquant plusieurs fois les deux théorèmes précédents, on 
remplace celles-ci au moyen de fonctions — @ d'arguments 


on obtient les représentations suivantes des fonctions elliptiques sin am(u, k), 
cosam(uw, k), Aam(u, k), dans lesquelles e, f, 7, y, yr — X? ont la 
méme signification que dans les équations citées (9) 














dosi mm 18 8, (v, |) I Dur) "C es 
CE sin amu Ws) a a 

(5) \ ( ? ) A, (v, | 2) REGES ce) i 4, (v, | c) 
= 6 i Qn, | n) = ea 6, (v, | Ts) = 8. 8, v, | %) 

8, Cv, | z) 0, v, | 75) 0,v, | 7) 
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SUE AER 8, (v, | c) e) — 8. (v, | c.) 
6 ven .cosam(u, k) = — WOE E e PER 
( ) M 0 ?) 0, (v, | 7) 9, Vy | 7,) 9, (v; | Ta) 
€ à. 0, (v, | Gy) = aa, v, T.) aut = B, (v, t.) 
f), (v, Ta) 0, Us | 3. 4, (vs | T;) 
i 6e) _ Gm) 4 46,17) 
- à A am u k = zt 1 1 3 2 == i?. 0 3 3 
v Ve re rin) 6c) 0,0, | 7) 
in 5 &Qeu) | «Glo 
6, (v, ze) a, (Us 22) t, (2 6 Ty) 
Il faut remarquer ici qu'on a 
Vs, = Vo) Ui eg; (ges ous 


Les quantites z,, ..., 7, exprimées au moyen de c sont de la forme 


Cap ike, 
a + br,’ 


ou chacun des nombres a, b, c, b a l'une des valeurs 0, 1, — 1 et entre 
lesquels existe la relation 





Exprimées au moyen de + — —log /'(k*), elles prennent donc la forme 


€ + dc 
a+ br’ 


a, b, e, d étant des nombres entiers liés par la relation 
ad — bc — 1. 


Il est tres-facile de montrer qu'inversement, si a, 6, c, d sont quatre 
nombres entiers quelconques satisfaisant à l'égalité précédente, l'expression 


€ + dc 


a4 b." peut toujours étre ramenée à l'une des 6 formes 











; — (uc ge 
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ou z, a la forme 





pe 27 + (20 + 1) 
A” (a+) 4 °28r’ 


a, B, y, 0 étant quatre nombres entiers satisfaisant à l’écalité 
» ^» 4? fe 
N Dt ae 
(2a + 1)(20 + 1) — 4f7 = 1. 
On peut y prendre à volonté e égal à 1 ou à — r. 
En particulier si on prend a, f, 7, à égaux à O, par suite 


z, = slog V(E") 


et qu'on détermine ensuite z,, ..., 7, d’après les formules (2) dans l'hypo- 
these ou A^ est une quantité complexe et e comme plus haut égal à 1 
ou à — 1 suivant que la seconde coordonnée de K^ est positive ou néga- 
tive, il résulte alors des équations (1, 5, 6, 7, 8) du $ 6 


: 412 - - ? : (kb — 1 
| m = log V(k*), mt = log V(1 — k’), 7,71 — log % —-) 





On a de plus 
log(k?) = log(— kh”) + ezi, log(1 — £?) = log(k? — 1) — ezi 


et par suite 


le 











t 


(9) em ee Bee 


Si done on prend de nouveau les notations de ‚JAcoBI, et si on pose 


[r— "0, avr, =), 


(11) 


ee ms 
E 
E 
2 
= 
Ss 
> 


bo 
bo 
Ct 
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formules dans lesquelles on a 


| f——5 &—— 8-7 —4. 


| L, — Y, BIT S = is 


on tire alors des équations (5, 6, 7) les six systèmes particuliers de 
formule qui sont réunis dans le tableau suivant. 

Dans les trois premières colonnes sont inscrits au-dessous de sin am (x, i), 
cosam(w, k), Aam(w, k) les numérateurs, et dans la quatrième colonne 
le dénominateur commun des fractions au moyen desquelles ces fonctions 
s'expriment dans les six cas admis. 
















































































sinam(#, À) cosam(u, k) Aam(u, k) 
I | DER: 
1 a 2, q) m 0. q) vr— P.0,(m, g) | fe, 9) 
VE Vie | 
I (eee ; 
= =" 0 4, , 4) : 2775 O(a, , 9) VI — k°.0,(% , qi) /8, (x: VE 
UN k yi 
] VE —1 4 
3 UA 5,0) IER CACAO) VE” mi G(x; ; Yo) HORS VE 
iyk V 
I VE! — 1 
u 4 a ss 93) - 4 meti (CA q;) VE zl 0. (a : 4 ) / 0v, , (5 
MEC We 
I VIE 
= iq — GACZE d,) VETUS O(a, ? d.) VI pos 0,(v, ’ 0.) [0,(v, ’ 9,) 
ee ee 
4) 2 0, (v, , q;) EY) 0,(2,, q;) Mn k^. 0 (x. , qs) /0,(2; » q;) 
v— 4 Machu Voile 











Ces expressions des fonctions elliptiques subsistent encore pour des valeurs 
réelles de £^, lorsque les radicaux qui s'y trouvent sont convenablement 
déterminés, ce sur quoi je fais les remarques suivantes. 

On a admis plus haut qu'on avait à déterminer pour une valeur 
réelle donnée de i? aussi bien les valeurs de (is, (4, que la valeur du 
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radical Vr —% dont dépend la valeur de 4 = V(k^), de manière à laisser 
subsister les égalités 
CAC (0,4) "4 


à 8, (0, q) E MS 4, (0, q) - V = di 





Si à la place de k* on a les quantités 

















2 9 k* I 9 I 9 I 2 RE k° 
13) P=1—k’, B=, B=a, A= a tee ; 
(13) ^ kr p ee E SUED A OR 
; a 
qu'on fixe pour v= 1, 2, 3, 4, 5, les valeurs de 
vı—h, VE, 1. Va» 
de manière à avoir 
(14) 6,0, 9) — em, m) — HR 
6,(0, 9) 0,(0, qv) + 
à ! 





6(0, m) fo, q) doivent res. 
0, (0, q») 4,(0, q») 


d'aprés la table de formule précédente, alors il vient 


et qu'on détermine alors les valeurs que 












































| Ve = Vie, Vr—B- ye 
VE = ee ioe au. Ss 
Ci rans = 475 NAE T Rn 1 — di 
vk \ 
Nel a/ı I 4 : PE EIL 
2 VE ys — ar Vs sr = 
(15) | \ à ; ve 
jm 4 I I i a/ — k’ VER 
Be = — —— iv = — 
di p ET x qe Vire LLL 
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Ces egalités donnent donc les valeurs que doivent avoir, les quantités 
VE, Vr — &* dans les formules (1, 2), Vk? — 1, yk? dans les formules (3, 4), 
enfin /— 13, yr — ;&? dans les formules (5, 6), et il n'importe en rien 
que k® soit réel ou complexe. | 

Si cette quantité { — L^ appartient au domaine désigné plus haut 
(S 6). par 7, alors on prendra parmi les expressions précédentes des 
fonctions elliptiques les formules (1) comme les plus commodes, parce 
que le module de 4 ne surpasse jamais la limite 


et par suite que les séries f convergent tres-rapidement. 

Mais si ¢ = k^ appartient au domaine 7,, (v — 1, 2, 3, 4, 5) alors 
k; appartient au domaine 7, et on se servira pour le calcul des fonctions 
elliptiques le plus commodément des formules de la table contenues dans 
la ligne horizontale de rang » + 1. 

Si k? est réel et est situé dans le domaine T,, (» — 0, ..., 5) alors 
les formules de rang (v + 1) et les radicaux qui s'y trouvent sont tous 
des-quantités réelles et positives. 


Il faut encore remarquer que des égalités 








0,(0, q.) = 0,(o, q:) En 0,(o, qi); 





#,(0, gd)  1—v1—48 
4,(0, q») I on 


résultent les expressions suivantes de #,(0, q,), 9(0, 94); (0, 4) 











| BC Dr AO) tier) 
| ; 2/1— #2 Avr BEALS . d 
(16) | 90, 4) = - form 0,(0, q?) = PISTE (US esse Ler E) 
2k? 2Vk3 
| 4,(0, 4) = qi) = s =n (1- 29% Page). 
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On obtient donc en particulier pour les quantités #,(0, q), ..., Mo, 4, 
qui se trouvent dans les équations (11) 








0.(0,: ¢ "UNA U nn 2q° 2q s 
3\ 1) re qun a "eq e gu I ) 
0,(0, d) = ae == 29i == 241 nis ss .) 
I+ V 
forge Ed I 20i 24" m 
(0, 9,) | oe A eee.) 


— 
= 
I 

— 








0.(0, q.) = —.(1 20i 20 D 
Eee rs 24, 429, E) 


2 


PTE = 





(1 + 24i + 29) +...) 








0(0, 9;) = pa (u 22 eae 
1 + VI —k* 








ZUR THEORIE DER EINDEUTIGEN ANALYTISCHEN FUNCTIONEN 
VON 


C. RUNGE () 


in BERLIN. 


Seit dem Bekanntwerden der Modulfunctionen, weiss man, dass der 
Gültigkeitsbereich einer analytischen Function nicht nothwendig von dis- 
creten Punkten begrenzt zu sein braucht, sondern dass auch continuirliche 
Linien als Begrenzungsstücke auftreten und einen Theil der complexen 
Ebene von dem Gültigkeitsbereich ausschliessen kónnen. 

Hier entsteht nun die Frage, ob der Gültigkeitsbereich analytischer 
Functionen seiner Form nach irgend welchen Beschränkungen unterliegt 
oder nicht. Diese Frage bildet, so weit sie sich auf eindeutige analytische 
Functionen bezieht, den Gegenstand der nachfolgenden Untersuchung. Es 
wird sich ergeben, dass der Gültigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen 
Function d. h. die Gesammtheit aller Stellen an denen sie sich regulär 
oder ausserwesentlich singulär verhált keiner andern Beschränkung unter- 
liegt als derjenigen, zusammenhàngend zu sein. In dem ersten Theile 


() Die Aufgabe, welche in dem ersten Paragraphen dieser Arbeit in eleganter 
Weise gelóst wird, ist nicht in meiner Abhandlung Sur la représentation analytique 
des fonctions monogènes uniformes d'une variable indépendante (Acta mathematica 
4, 8S. 1—79) behandelt worden. Diejenige Aufgabe dagegen, mit weleher sieh der. Ver- 
fasser in dem zweiten Paragraphen beschäftigt, ist in meiner Abhandlung aus mehreren 
verschiedenen Gesichtspunkten betrachtet und gelöst worden. Da jedoch der Verfasser 
seine Untersuchungen vor der Veröffentlichung meiner oben eitirten Abhandlung maehte 
und auch ganz andere mit dem Caucuy’schen Integralsatze in Zusammenhang stehende 
Methoden braucht, so habe ich die ganze Arbeit für geeignet zehalten hier aufgenommen 
zu werden. 

Der Herausgeber, 


Acta mathematica. 6. Imprim& 29 Septembre 1884. 


230 C. Runge. 


wird gezeigt, dass jede eindeutige analytische Function durch eine einzige 
unendliche Summe von rationalen Functionen in ihrem ganzen Gültigkeits- 
bereiche dargestellt werden kann. In dem zweiten Theile wird gezeigt, 
wie man durch eine Summe von rationalen Functionen eine eindeutige 
analytische Function bilden kann mit vorgeschriebenem Gültigkeitsbereich, 
von dem nur vorausgesetzt wird, dass er zusammenhängend sei. 


Sys 


Es sei A der Gültigkeitsbereich einer eindeutigen analytischen Fune- 
tion f(a). Wir wissen von ihm, dass er zusammenhängend ist. D. h. 
ist x, ein Punkt von A so gehören auch alle Punkte einer hinreichend 
kleinen Umgebung zu A, und ist x, ein zweiter Punkt von 4, so lassen 


sich zr, und x, durch eine continuirliche Linie verbinden, deren Punkte 


1 2 
simmtlich zu A gehören. Ich will ferner annehmen, dass der unendlich 
ferne Punkt nicht zu A gehórt. Dies ist keine wesentliche Beschrankung. 
Denn verhielte sich f(x) im Unendlichen regular oder ausserwesentlich 
singulair, so könnte ich an Stelle von f(x) die Function f(x, ++) 


betrachten, die bei passender Wahl von x, sich im Unendlichen nicht 


regulär oder ausserwesentlich singular verhält. Die Entwicklung von 
: pha : : : = : 3 : 
f (», =e = in eine Summe von rationalen Functionen ergiebt unmittelbar 
HH 
. wr . "f \ — = ^ I 
diejenige von f(x), wenn ich statt æ ——— setze. 
4 u — & 
o 
Unsre nächste Aufgabe wird nun sein, A in einer für die folgenden 
Betrachtungen zweckmässigen Form darzustellen. 
Ich denke mjr ein Quadrat mit den Eckpunkten 


(n eine ganze positive Zahl) 
Li 


‚NV 


construirt und durch Parallelen zu den Seiten in 2°" gleiche Quadrate 
I 


von der Seite — zerlegt. Ein jedes dieser kleinen Quadrate ist von 8 


anderen umgeben, wenn es nicht mit einer Seite an den Rand stösst. Die 
Gesammtheit derjenigen Quadrate, welche zugleich mit ihren 8 umliegenden 


€ 
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dem Gebiete A angehören, bezeichne ich mit A,. Es ist möglich, dass 
den Werthen » — 1, 2, 3, ... anfangs gar keine solchen Quadrate ent- 
sprechen. Es muss aber einmal ein Werth von » kommen, wofür A, 
eine Bedeutung hat. Ja noch mehr. Jeder Punkt x von A wird sobald 
n einen gewissen Werth übersteigt im Innern von A, liegen. Construiren 
wir nämlich um xz das Quadrat mit den Eckpunkten x + ¢(+ 1 c i), 
so wird auch dieses zu A gehören, vorausgesetzt, dass ¢ hinreichend klein 
gewählt wird. Für einen hinreichend grossen Werth von » fällt es in 
ib db 3B À 


E . I 
das Innere des Quadrates 2”. und wenn nun zugleich — < 


so gehört © zu A,. 

Sobald n gross genug ist, dass A, ein wirklicher Bereich ist, so ist 
er in dem folgenden Bereich A,,, vollständig enthalten. Betrachten wir 
nämlich eines der Quadrate von. A,. Nach der Definition von A, gehören 
auch die acht umliegenden zu A. Jedes derselben zerfällt beim nächsten 
Schritt in 4 kleinere Quadrate. Von diesen gehören jedenfalls diejenigen 
zu A,,,, welche an das Quadrat von A, stossen. Folglich ist das letztere 
ganz in 4,,, enthalten. : 


Nach diesen Vorbereitungen schreite ich zur Darstellung von f(x). 
Ich werde eine rationale Function P,(x) bilden, welche in A, um weniger 


nes. 3 : : 
als = (dem absoluten Betrage nach) von f(x) verschieden ist. Dann ist 


lim P, (x) 


n-oo 


oder 


P(z) ale Y EP an P,(«)] (1—1,2,.. , ©) 


die gesuchte Darstellung. 

Im Innern und auf der Grenze von A, (ich will hierfür im Folgen- 
den kurz »auf» A, sagen, während »in» A, im Innern von A, bedeuten 
soll) liegen keine wesentlich singulären Stellen von f(x). Also giebt es 
eine rationale Function p(x), welche nur auf A, und dort grade so wie 
f(x) unendlich wird, so dass f(x) = f(x) — p(w) sich auf A, regulär ver- 
hält. Ich kann daher f(x) durch das Cavonv'sche Integral darstellen 
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welches im richtigen Sinne über die Begrenzungen von A, zu erstrecken 
ist. A, kann nàmlich aus mehreren getrennten Theilen bestehen und die 
. einzelnen Theile können mehrfach zusammenhängend sein. Das Integral 
ist für alle Werthe von x in A, gleich f(x) dagegen für alle Werthe 
von x ausserhalb A, gleich Null, wie von HznwrrE in seinen Vorlesungen 
zuerst bemerkt worden ist. Ich zerlege es entsprechend den verschiedenen 
Begrenzungscurven von A, und betrachte einen dieser Theile 


I f(z)dz 





N F2 


erstreckt über eine Begrenzungseurve C; von A,. 
Nach der Definition eines complexen Integrals ist dies gleich 


* 





lim 


À -— 00 


ie X fen (a er ee 


ZT u Au j — € 
"n i 


WO Aa» £51» «++» a Systeme von A Werthen auf der Curve C; sind, 
deren Entfernungen 


= = 


2 — 2. 4 2 — 2. 2 .— 2 
MALTA SIDA nal lay} X MI Ie eso #2—1,2 AS. 


mit wachsendem À beliebig klein werden. 
Die Summe 


EUM y JS (2,4 — 21,1) (121, 9, ...,3) 
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ist eine rationale Function von x mit den Unendlichkeitsstellen CAE 
(u —=1, 2,...,.2). Ich, bezeichne sie mit RO (x) Das Intesratgnen 
alsdann 
lim RY? (x). 
len 
Ich behaupte, dieser Ausdruck ist in der Nähe jedes Punktes innerhalb 
und ausserhalb A, gleichmässig convergent. 
Es ist nämlich 
Zu, À 
"i Sav) (eu, erg 
ess esa) = "EU 


Cnil A: 











Mithin 
a A 
" “py À 
1 f(z x 1 f FE, à) 
= | de — Rx) = > (di) > Linie) dE eric 
(c) lt 


Wenn daher für alle Werthe von z auf C? zwischen z, , 
alle Werthe von x in der Umgebung eines Punktes x 


a und z,, und 


[7 


, der absolute 


Betrag von 
K f 2 ) T(z, 2) 





kleiner ist als e, so ist für alle diese Werthe von x der absolute Betrag von 


I f(2) 
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(c7) 








dz meg RY? (x) 





kleiner als multiplicirt, mit der Linge der Begrenzungscurve C 


n ? 


also kleiner als eine Grösse, welche mit = zugleich unendlich klein wird. 
Wählt man A hinreichend gross, so wird z, wenn es zwischen z, ,, und 
z,; liegt, beliebig wenig von z,, verschieden sein. Die Frage der gleich- 


mässigen Convergenz von 


lim RC (x) 


ist also zurückgeführt auf die folgende Frage. Giebt es eine Grösse h 
von der Art, dass, wenn z auf der Curve C; sich dem absoluten Betrage 
nach um weniger als 7 ändert, die Anderung von 


f(z) 


OS er 


für alle Werthe von z in einer kleinen Umgebung von z, und alle 


0 
Werthe von z auf C; kleiner als eine beliebig klein vorgeschriebene 
Grösse sei? 

x, soll nicht auf C; liegen. Dann gilt dasselbe für alle Punkte einer 
hinreichend kleinen Umgebung von #,. Mithin ist 


f(z) 


a me 
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für alle in Betracht kommenden Werthsysteme z, x regulär. Für einen 
speciellen Werth von z lässt sich 


f T). 
g+h—# 





nach Potenzen von / entwickeln: 


f(z + h) f(z) 3 OTS ie 
ath =F er E he, (2, a) + h £42; a) speres 





Der Convergenzradius dieser Entwicklung hat für alle in Betracht kom- 
menden Werthsysteme z, x eine von Null verschiedene untere Grenze. 
Denn im anderen Falle gäbe es unter den betrachteten Werthaystemen 
eines, in dessen Nahe er beliebig klein würde, was nicht der Fall ist. 


Es sei p diese untere Grenze und |h| € p, < p, so ist 


fex 
zth—«zx 





für alle diese Werthe von A und die betrachteten Werthe von z und x 
reeulär und der absolute Betrag muss eine endliche obere Grenze g be- 
sitzen. Dann ist aber nach einem bekannten Satze 

A 


I, |< ger’, 


mithin 


fe+h) fe |e sn 


Bo fe 2— e| — p, — |h] 





also für hinreichend kleine Werthe von |^| beliebig klein, für alle be- 
trachteten Werthe von z und x. Ich kann mithin À so gross wählen, 
dass R?(a) für alle Werthe von x auf A4, , und ausserhalb A,,, beliebig 
wenig von 


verschieden ist. Analoge Betrachtungen lassen sich in Bezug auf die 
andern Begrenzungscurven von A, durchführen. Man sieht, dass sich 


Zur Theorie der eindeutigen analytischen Functionen. 
eine rationale Function von x herstellen làsst, welche auf 4, , und ausser- 


. I . 
halb A,,, um weniger als „ von dem Gesammtintegral 





verschieden sein wird. Diese rationale Function bezeichne ich mit Æ,(x). 
Und es ist also 


Auto ARE | | f(x) — R,(x)| « , 


ausserhalb — 4,,, | B(x) |< —. 


R,(æ) wird nur auf der Grenze von 4, unendlich. Ich will dieses 
Resultat in einem besonderen Satze noch einmal zusammenfassen, um 
mich später seiner zu bedienen. 

»Ist B ein endliches aus einer endlichen Anzahl endlichfach zusammen- 
hängender Stücke bestehendes Gebiet auf welchem eine im Übrigen belie- 
bige analytische Function f(x) sich regular verhält, und ist C ein von B 
getrenntes | Gebiet, so giebt es eine rationale Function R(x), welche auf 
B beliebig wenig von f(x) und auf C beliebig wenig von Null verschie- 
den ist.» 

Von der Beschränkung, dass B endlich sein soll, kann man sich be- 
freien. Man mache eine Transformation 2 = x, + E und wähle für x, 
einen Punkt ausserhalb B, so geht B in ein Gebiet Bb’ über, welches 
ganz im Endlichen liegt. Für dieses bilde man die rationale Function 
R(x) und transformire dann wieder zurück. 

Daraus erhellt, dass ich eine rationale Function r,(x) bilden kann, 


: I 5 
welche ausserhalb A,,, um weniger als — von p(r) und auf A,_, um 
n+1 o n n—1 


: I : 3 E 
weniger als — von Null verschieden ist. Denn p(x) verhält sich ausserhalb 
T, i 


und auf der Grenze von A,,,(#) regulär. Es ist also 
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aut 4. |/(c) — R,(x) — p(x) + r.(x)] <= 


und ausserhalb — 4,,, | A, (x) + p(x) — 17, (x)| < 


St 


Diese rationale Function R,(x) + p(w) — r,(x) werde mit P, (x) bezeichnet. 
Dann stellt 
lim P,(x) 


n=O 


oder, was dasselbe ist, . 
IP c [Pasi (x) — P,(x)] (n1 9 co) 


die Function in ihrem ganzen Gültigkeitsbereiche dar. 

Aber dieser Entwicklung ist der Vorwurf zu machen, dass Glieder 
derselben in Punkten unendlich werden, in denen die Function sich regulàr 
verhält Um diesem Ubelstande abzuhelfen, werde ich an Stelle von 
R, (x) — r,(r) eine andere rationale Function setzen, welche nur auf der 
Grenze von A unendlich wird, aber auf A, , und ausserhalb und auf 
der Grenze von A, abgesehn von beliebig kleinen mit » unendlich klein 
werdenden Umgebungen ihrer Unendlichkeitsstellen, beliebig genau mit 
R,(x) — r,(x) übereinstimmt. Dann geht P,(x) in eine rationale Func- 
tion über, welehe nur an der Grenze von 4 und an den ausserwesentlich 
singulären Stellen, die auf A, liegen, unendlich wird, und zwar. hier 
genau so wie f(x). 

Um diese Umformung von Z,(r)— r,(r) herzustellen, bediene ich 
mich des folgenden Satzes: 

Liegen x, und x, im Innern eines zusammenhängenden Gebietes und 
ist eine rationale Function R(x) gegeben, welche nur in x, unendlich 
wird, so kann man eine andere rationale Function bilden, welche nur in 
x, unendlich wird und für alle Werthe von x ausserhalb jenes Gebietes 
beliebig genau mit R(x) übereinstimmt. 

Das geschieht auf folgende Weise. A(x) hat die Form 


c 


R(s) = ¢, + D E Gj = » +...+ 


€i 
(e — x)" 





Nun sei a, eine Stelle so nahe an z,, dass für alle Werthe von x ausser- 
halb des gegebenen Bereiches 
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eo — Qi 


C I hi a (c Ez =] É 
“2 — v, L- € — d, , 


nur an der Stelle «=a, unendlich und ist bei hinreichend grossem 2, 


qd, — a, 
|| CEUX 


Dann wird 





. . . Co G ae if. 
beliebig wenig von CRT verschieden, für alle Werthe von x ausser- 
e TUE 


halb des "gegebenen Bereichs. Dasselbe gilt von den übrigen Gliedern 
ven R(x). Ich kann eine rationale Function herstellen, welche nur in a, 
unendlieh wird und ausserhalb des gegebenen Gebietes beliebig wenig von 
R(x) verschieden ist. So geht man weiter zu einer Stelle «,, für welche 


%— à, 


Ca —— 
rel RENE 
US fe 
D: 


a sich immer eine Kette von Werthen a,, a, ..., a, wählen lässt, 


so dass 


© — Uy 


Ee == 5 "ed 


und schliesslich 


ist, so erhält man auf diese Weise eine rationale Function Z(x), welche 
nur in x, unendlich wird und für alle Werthe von x ausserhalb des 
Bereiches beliebig wenig von R(x) verschieden ist. Man sieht leicht cin, 
dass eine solche Umformung auch dann noch möglich ist, wenn x, oder 
im Unendlichen liegen. Man braucht nur eine lineare Transformation 


Y. 


I 
v=x+e- 
0 z d 


zu machen, durch welche x, und z, in zwei im Endlichen liegende Stellen 


I P end, d 
—) in R(x’) auszuführen 
EL 


1 
a 


1 


übergehn, dann die Umwandlung von R( 
u 
/ I 


und wieder zu æ zurückzutransformiren, so hat R (x, + ) die erforderten 


« 
Eigenschaften. 


A 
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Jede beliebige rationale Function kann als Summe von rationalen 
Functionen dargestellt werden, die nur an je einer Stelle unendlich werden. 
Indem ich den obigen Satz auf diese anwende, erhalte ich das folgende 
Resultat. Wenn die sämmtlichen Unendlichkeitsstellen einer rationalen 
Function R(x) in p von einander getrennten zusammenhängenden Gebieten 
liegen, so lässt sich eine rationale Function bilden, welche an je einer 
beliebigen Stelle im Innern dieser Gebiete und nur an diesen unendlich 
wird, und ausserhalb derselben beliebig genau mit R(x) übereinstimmt. 

Diese Methode der Umformung werde ich nun auf Z,(r)— r,(x) 
anwenden. Die Unendlichkeitsstellen dieser Function liegen sàmmtlich in 
A,:, aber ausserhalb A,_,. Ich betrachte eines der kleinen Quadrate von 


: aus denen das Gebiet 4,,, — A4, , besteht. Von ihm 


gnt+l? 
aus kann ich sicherlich die Grenze von A,., erreichen, ohne A4, , zu 
treffen. Denn die Quadrate von A4, , können nicht ein Polygon an allen 
Seiten begrenzen, welches ganz zu A gehört; sondern jedes Polygon, 
welches sie an allen Seiten begrenzen, muss Quadrate enthalten, die nicht 


der Seite 


ganz zu A gehören. Denn sonst gehörte das Polygon auch zu A, ;. 
Irgend ein Theil der Grenze von 4,,, gehört zu einem kleinen Quadrat 


von der Seite ausserhalb 4,,,, welches zwar noch zu A gehört 


2141 
und in dem grossen Quadrate mit der Seite 2"*' liegt, von dessen 8 
umgebenden aber mindestens eines nicht mehr diese beiden Forderungen 
erfüllt. Wenn ich daher alle die kleinen Quadrate, welche A,,, von 


aussen begrenzen sammt ihren 8 umliegenden und das ganze Gebiet 


= ii, DOTE : 
ausserhalb des Quadrates 2"*!. C————— zu A.,— A, , hinzunehme und 
v n+l n—1 


2 
das Ganze mit B, bezeichne, so hat B, die Eigenschaft, dass ich von jeder 
Stelle aus die Grenze von A erreichen kann ohne das Innere von B, zu 
verlassen. 

Nun kann ich eine rationale Function bilden, welche nur auf der 
Grenze von A unendlich wird ausserhalb und auf der Grenze von B, 
aber beliebig wenig von R,(x) — r,(x) verschieden ist. Diese wird an 
Stelle von E,(x)-— r,(r) in P,(r) eingeführt. Man erhält dadurch eine 
Function P,(x) von der folgenden Beschaffenheit. Auf A, wird \P,(«) 
grade so unendlich wie f(x). Auf A, , ist 


f(x) — P,(x)| < =. 


L 
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Ausserhalb 4, , und B, ist 


2 


IB <2. 


Tu 


Die übrigen Unendlichkeitsstellen von P,(x) liegen auf der Grenze von A. 


lim P,(r) oder P,(x) + X [Pa (2) — P,(2)] COT 
n-o 

convergirt gleichmässig innerhalb und ausserhalb A und ist dort gleich 
f(x) hier gleich Null. In einem ausserwesentlich singulären Punkte x, 
wird nur ein Glied der Summe unendlich. Denn ist 4, , der erste 
Bereich in der Reihe A,, 4,, ... auf welchem x, liegt, so ist P, (a) die 
erste Function in der Reihe P (x), Pay, ... welche in x, unendlich 
wird. Alle folgenden aber werden in x, in derselben Weise unendlich. 
Mithin ist 


LP, (x) = P (v )] 


das einzige Glied. der Summe, welches in x, unendlich wird. 

Auf jedem continuirlichen Theil der Grenze von A kann man die 
Unendlichkeitsstellen der Functionen P(x) auf eine einzige reduciren. 

Es erhellt ferner, dass diese Entwickelungen nicht auf eindeutige 
Functionen beschränkt sind, sondern überhaupt für einen Zweig irgend 
einer analytisehen Function gelten, der sich in A regular oder ausser- 
wesentlich singular verhält. Denn die Eigenschaft von f(x), keine. Fort- 
setzungen über die Grenze von A hinaus zuzulassen, wurde gar nicht 
benutzt, sondern ‚nur diese, bei irgend welchen Fortsetzungen in A ein- 
deutig zu sein. 


An 
> 


Ks sei A ein Gebiet, von dem nichts Anderes vorausgesetzt wird als 
dass es zusammenhängend ist und den unendlich fernen Punkt nicht in 
seinem Innern enthält. Dann kann ich in der angegebenen Weise die 
Gebiete 4, bilden. Mit Hilfe derselben werde ich nun eine Summe von 
rationalen Functionen bilden, welche nur auf der Grenze von A unendlich 
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werden, dergestalt dass die Summe in A überall gleichmässig convergirt 
und in der Nähe jedes Punktes der Grenze von A unstetig ist. Das liefert 
eine analytisehe Function, welche in A sich überall regular und eindeutig 
verhält, über A hinaus aber nicht fortgesetzt werden kann. 

Es sei R,(x) eine beliebige rationale Function, welche nur auf der 
Grenze von A unendlich wird. Nach dem Obigen kann ich eine rationale 


d , | p I 
Function A,,,(z) bilden, welche auf 4,, , um weniger als zs von R,(x) 


À , I . 1 : 
und ausserhalb A,, um weniger als „ von o verschieden ist. Diese 


. . . . 6 . 
Function wird nur in dem Gebiete 4,, — 4,, ; unendlich. Nun kann 
ich wie oben gezeigt ist, jeden Punkt von A,, — 4,, , entweder mit der 
; | co BAISSE 
Grenze von .A oder mit dem Rande des Quadrates p HEP ver- 
binden ohne 4,, , zu treffen. Ich verbinde die Unendlichkeitspunkte von 
R,4,(@) durch Linien mit der Grenze von A respective mit dem Rande 


yamaha 3m 0 E : f. ; x 2 
des Quadrates 2°”*' =———— und hülle diese Linien in Canäle ein, welche 


canz 


: N ; 1 3 I 
so schmal sind, dass sie keines der Quadrate mit der Seite p 


enthalten. 
Nun kann ich, wie oben auseinandergesetzt ist, die Unendlichkeits- 
stellen von A,,,(r) in diesen Canàlen verschieben uad mir eine andere 


Function A,,,(x) bilden welche nur an der Grenze von A unendlich wird 


: x ; : Space AE 3 
und die Eigenschaft besitzt im Innern des Quadrates 25. BER ab- 


gesehn von dem Gebiete A,, — 4,,, und den Canälen beliebig wenig von 
R,,,(x) verschieden zu sein. Es lässt sich mithin erreichen, dass R,,,(®) 


, 1 I £ 2 Sis 
auf A4, , um weniger als ;; von R,(x) verschieden ist und zugleich in 
= 
x ; : : : ; I 
einem Theile eines jeden der kleinen Quadrate von der Seite ir 


. . I 
welche das Gebiet 4,,,, — 4, ausmachen, um weniger als a von Null 


abweicht. Denn keines dieser kleinen Quadrate ist ganz in den Canälen 


enthalten. 
Auf ganz dieselbe Weise lässt sich eine rationale Function &, ,.(a) 


bilden, welche auf 4,,,;., um weniger als von R,;(2) ver- 


I 
(n + 1)* 
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schieden ist und zugleich in einem Theile eines jeden der Quadrate von 


der Seite welche das Gebiet 4,,4,,,.,; — 4,,,, ausmachen, um 


I 
22n+1)+1 ? 





weniger als von 1 abweicht. Denn ich brauche ja nur eine 


n + I 
Function A,,,(r) zu bilden, welche auf 4,,,, von R,,,(x)— 1 um 


weniger als er und in einem Theil jedes der kleinen Quadrate 
© " 2 


es) 
12 
> 

8 
— 

m 


um. weniger als von Null abweicht, so is R,,5(a 





die gesuchte Function. 
Auf diese Weise bilde ich eine Reihe von Functionen 


Ree queas 


N / 
welche den folgenden Bedingungen genügen. 1°. Sie werden. nur auf der 
Grenze von A unendlich. 2°. Es ist auf 4,,4,,, 4: 


I 


| eC ge Baim (t ES (w+ n Sr m) 


3°. In einem Theile eines jeden der kleinen Quadrate von der Seite 


Sy *. 
1 ; 
peer AUS denen 4.1 Darga besteht, ist: 
R r wenn m grade 
| E cu )| < ITI = (m ES = o , 
dagegen |B m4i(%) — 1| « —— nm wenn m ungrade ist. 


Der Ausdruck N 
lim Ff, (x) 


= 


oder was dasselbe ist 
R,(«) zm > [R,...(®) TI nec) = ©) 


convergirt in der Nähe jeder Stelle x,, welche in A liegt, gleichmässig. 
Denn sobald z, in 4,,,,, liegt, was für einen hinreichend grossen Werth 


von m eintritt, ist: 


I 2 Raat )] + [russa ^pa Rum (®)] des 
.. BR ee uni) Ti ssi )]] 
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oder 

|R usa(7) — en) 
kleiner als: 


1 I I 
(n + my + (m + m 4-1) Rad (n + m + Ay 





eine Grösse, welche bekanntlich für einen hinreichend grossen Werth von 
m beliebig klein ist, wie gross man auch A wählen möge. vis 
Mithin stellt jener Ausdruck in A eine analytische Function f(z) 
dar, welche sich in A regulär verhält. Ausserdem hat diese Function 
die Eigenschaft in einem Theil eines jeden der kleinen Quadrate des 


Gebietes 4,,,,,.; — .4,,,,, um nicht mehr als 


I I I 
n + m ae (n + m + 1)? ds (n + m + 2)? 





"js oM 


von O beziehungsweise von 1 abzuweichen je'nachdem m grade oder 
ungrade ist. 
Denn es ist daselbst e 


"T 
n. + m 


E T i = 
FRE PIED respective | R,,, (rz) — 1| < 


Da aber auf A 


2(n+m)+1 

% (2) — Ra < aus +: + EE 
1 3 (TIRE Ur) TA ee ... == $5) 
ntm+At+1\%]) ntmt1\" 7 = (n JE m TE 1s (n + m TE aan 


so folgt, dass für vaut Asie ys 


+ = I I 
FR) — Rarnsı(@)]| m m} Dy A (n + m + 2) 





ER 


also auch dass f(x) in den kleinen Quadraten des Gebietes A + 2)41 — Axutm 
die genannte Eigenschaft besitzt. Nun sei a eine Stelle der Grenze von A 
(es ist nicht ausgeschlossen, dass a der unendlich ferne Punkt sei), so kann 
man beweisen, dass die Function f(x) in jeder Nähe von a, sowohl dem 
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Werth o als dem Werth 1 beliebig nahe kommt, dass mithin @ eine 
wesentlich singuläre Stelle von f(x) sein muss. 

Um dies zu zeigen werde um « ein kleiner Kreis geschlagen (wenn 
a — co ist, so werde ein grosser Kreis um den. Nullpunkt geschlagen). 
In der auf diese Weise begrenzten Umgebung von « müssen für einen 
hinreichend grossen Werth von A Punkte von A, liegen. Ich verbinde 
einen dieser Punkte durch eine grade Linie mit a. Diese Strecke muss 
Punkte des Gebietes A,,, — A, enthalten, denn dieses Gebiet trennt A, 
von A, ebenso muss sie Punkte von A,,,— 4,,, u. s. w. enthalten. 
Mithin fallen für einen hinreichend grossen Werth von m Quadrate des 
Gebietes 4,.4,,,,; — Aomim ganz in die Umgebung von a, und ebenso 
für alle grösseren Werthe von m. In diesen Quadraten kommt f(x) den 
Werthen o und 1 beliebig nahe, sobald m hinreichend gross ist. Mithin 
kann sich f(x) in « weder regulär noch ausserwesentlich singulair ver- 
halten. Denn im ersten Falle wäre der Unterschied zweier Werthe von 
f(x) in der Nàhe von a beliebig klein, im zweiten Falle wàren alle Werthe 
von f(x) hinreichend nahe bei « beliebig gross. Alle möglichen Fort- 
setzungen von f(x) bleiben mithin im Innern von A und da f(x) hier 
eindeutig ist, so ist es überhaupt eindeutig, in A ‚überali regulär und 
über 4 hinaus nicht fortsetzbar. 

Wenn auf irgend eine Weise eine Punktmenge definirt ist, deren 
Häufungspunkte nicht zur definirten Punktmenge gehören, so giebt es 
stets eine eindeutige analytische Function, welche an diesen Punkten in 
vorgeschriebener. Weise unendlich wird, und zugleich in dem ganzen Ge- 
biete aller Stellen sich regulär verhält, welche sich mit jenen Punkten 
continuirlich verbinden lassen, ohne die Häufungspunkte zu treffen. 

Ich nenne dies Gebiet sammt den definirten Punkten 4’, nehme an, 
dass es den unendlich fernen Punkt nicht enthalte (was keine wesentliche 
Beschränkung der Allgemeinheit ist), und construire mir die Gebiete 4; 
auf die oben angegebene Weise. Da A, ganz im Innern von 4’ liegt, 
so enthalt es nur eine endliche Anzahl der definirten Punkte; denn im 
andern Falle läge ein Häufungspunkt in A’. 

Die Gesammtheit der Glieder mit negativen Exponenten, welche den 


Punkten ausserhalb A/_, und auf Aj entsprechen, bezeichne ich mit r, (2). 


n— 


Jetzt bilde ich eine rationale Function p,(x), welche nur an der Grenze 
von 4’ d. h. in Häufungspunkten unendlich wird und welche auf 4, , 
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: I : : r - use 
um weniger als — von r,(x) verschieden ist. Nach den früheren Erörterun- 
1 
gen ist dies stets möglich. Dann wird 


g(x) = ¥ [r,(x) —p,(2)] 


n=1 


die gesuchte Function. Die Summe convergirt in 4’ gleichmässig, denn 
es ist in 4, | 


I | I 


ORE LER 





2 In(z) — »()l| < c 
Dass e(x) an den vorgeschriebenen Punkten in der vorgeschriebenen 
Weise unendlich wird, eindeutig ist und an den übrigen Stellen von A’ 
sich regulàr verhält, ist nach der Bildungsweise evident. 

Wenn jene Punktmenge im Innern des Gebietes A liegt, ihre Häuf- 
ungspunkte jedoch auf der Grenze von A, so ist ç(x) + f(x) eine 
eindeutige analytische Function, welche an den vorgeschriebenen Punkten 
in vorgeschriebener Weise unendlich wird, an den übrigen Punkten von 
A sich regulär verhält und über A hinaus nicht fortsetzbar sein kann. 
Denn die Hàufungspunkte der Unendlichkeitsstellen sind als solche wesent- 
lich singulàr, die übrigen Stellen der Grenze von A dagegen aus dem 
Grunde wesentlich singulär, weil ç(x) sich daselbst regulär, f(x) aber 
wesentlich singular verhält. 


ZUR THEORIE DER ANALYTISCHEN FUNCTIONEN 
VON 


C. RUNGE 


in BERLIN. 


In den Monatsberichten der Kgl. Akademie der Wissen- 
schaften zu Berlin, Sitzung vom 12. August 1880, hat Herr Werer- 
STRASS gezeigt, dass eine Summe von Potenzreihen mit gemeinsamen 
Convergenzbereich, soweit sie gleichmässig convergent ist, eine monogene 
analytische Function darstellt. Es ist aber die Frage offen. gelassen, ob 
diese gleichmässige Convergenz nothwendig ist, damit eine monogene ana- 
lytische Function dargestellt werde. Im Folgenden soll an einem Beispiel 
einer Summe von ganzen rationalen Functionen gezeigt werden, dass die 
gleichmässige Convergenz eines Ausdrucks nicht nothwendig ist, sondern 
dass dieselbe auf irgend welchen Linien in der Ebene der complexen 
Zahlen aufhóren kann, während der Ausdruck dennoch überall convergirt 
und eine monogene analytische Function darstellt. 


Der Ausdruck 


lim 


n=O 


n(n& — I) 


convergirt für alle Werthe von x und ist gleich Null. Denn ist r von 
Null verschieden, so wird für einen hinreichend grossen Werth von 2 


fax — 1| beliebig gross. Ist aber x gleich Null, so haben wir 
E Hà 
lim (— E) 
n=« n, 


und das ist ebenfalls gleich Null. 


Acta mathematica. 6. Imprimé 31 Décembre 1884, 


M 
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I 5 3 = E 6 =, 
Um den Punkt - beschreibe man nun einen Kreis mit dem Radius 
TU 


I é an EET. " 
— und schneide denjenigen Streifen aus der Ebene der complexen Zahlen 
nm 


heraus, weleher von diesem Kreise beschrieben wird, wenn man seinen 
Mittelpunkt parallel der imaginären Achse in der positiven Richtung in's 
Unendliche schiebt. Ferner schneide man Alles ab, was ausserhalb eines 
mit dem Radius # um den Mittelpunkt beschriebenen Kreises liegt. Was 
übrig bleibt móge mit 4, bezeichnet werden.  Alsdann verhàlt sich 


I 


n (ma =) 
im Innern und auf der Grenze von A, regulär. Nach dem in der vor- 
stehenden Abhandlung pag. 238, Zeile 4—8 bewiesenen Satze lässt sich 
dann eine ganze Function g,(x) bilden, welche im Innern und auf der 


: , I 
Grenze von À" um weniger als - von 
= N 


I 


n (nx — 1) 


verschieden ist. Folglich wird limg,(x) für alle endlichen Werthe von 
æ convergiren und gleich Null sein. Denn greife ich irgend einen Werth 
von æ heraus, so wird er für einen hinreichend grossen Werth von n 
im Innern von A, liegen und von diesem Werthe von » ab wird 

I | I 


94%) — —— 
FS Y n(ne — 1)| n 


sein. Diese Convergenz von limg,(x) oder, was dasselbe ist, von 


g(x) + 2g, (o) FB In(&)] 3,2) 


für alle endlichen Werthe von x, ist nicht überall eine gleichmässige. 
Für eine beliebige kleine Umgebung des Nullpunktes z. B. ist es un- 
möglich, dass |g,(v)| für hinreichend grosse Werthe von n beliebig klein 
Me , | MEE 
sel. Denn für r — -+— ein Werth, welcher auf der Grenze von A, 
ji n° 

liegt ist 

I 


n(na — 1) = 


ı und mithin ]|g,(z)| > 1 


qb 
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Daraus folgt zugleich, dass auf jeder geschlossenen Linie von endlicher 
Länge, welche den Nullpunkt einschliesst, mindestens eine Stelle liegt, 
wo die gleichmässige Convergenz aufhört. Es gilt nämlich der folgende 
allgemeine Satz: Wenn ein Ausdruck von der Form limg,(v) auf einer 
geschlossenen Curve von endlicher Länge gleichmässig convergirt, so ist 
er auch im Innern derselben gleichmässig convergent. Oder, was das- 
selbe ist, ein zusammenhängendes Gebiet der gleichmässigen Convergenz 
einer Summe von ganzen Functionen ist stets einfach zusammenhängend. 


Es sei € irgend ein Punkt im Innern der Curve C, so ist nach Caucuy 





I In+m ( v Jn | ©) 
| J ) = dx. 
t 


In +m (£) Er In 


—. 
Sir 
nt 
| 
t3 
a] 


S 


M 


(€) 


Wird nun € auf ein Gebiet beschränkt dessen Entfernung von C grösser 
ist als r und wird » so gross gewählt, dass [9,,,(x) — g,(x)| làngs der 
Curve kleiner als eine beliebig klein angenommene Grösse ¢ ist, wie 
gross man auch m nehme, was nach der auf C vorausgesetzten gleich- 


mässigen Convergenz möglich ist, so folgt 
€ oO 





fonte) EX g,(&)] < 2ar 
(wo ! die Länge von C bedeutet) Mit andern Worten es findet in der 
Nähe jedes Punktes im Innern von © gleichmässige Convergenz statt. 

Wendet man diesen Satz auf unsren Ausdruck an, so folgt, dass er 
nicht längs irgend einer den Nullpunkt einschliessenden Curve von end- 
licher Länge gleichmassig convergiren kann. Es muss auf derselben 
mindestens eine Stelle geben, wo der Ausdruck ungleichmässig convergirt. 
Diese kann nur auf dem positiven Theil der imaginären Achse liegen. 
Denn jeder andre Punkt fallt sammt einer hinreichend kleinen Umgebung 
für hinreichend grosse Werthe von n in das Innere von A, wo 


I Ies 


nne— Y)| m 


|o, (x)| < 


also beliebig klein ist. Nur die Punkte des positiven Theils der ima- 
ginären Achse haben die Eigenschaft, dass jede noch so kleine Umgebung 
derselben für einen hinreichend grossen Werth von » über die Grenze 
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von A, hinausgreift. Längs des positiven Theils der imaginären Achse 
muss nun aber die Convergenz überall eine ungleichmässige sein, weil 
sich sonst eine den Nullpunkt umschliessende Curve ziehen liesse, längs 
deren die Convergenz gleichmässig ist. 

Hätte man die Streifen, welche aus der complexen Ebene aus- 
geschnitten wurden, um À, zu bilden, so gewählt, dass sie sich mit 
wachsendem » irgend einer andern von Null bis in's Unendliche laufenden 
Curve näherten, so würde auf dieser die Convergenz umgleichmässig sein. 
Auch lässt sich an Stelle des Nullpunktes irgend ein andrer Punkt ein- 
führen. Durch Addition solcher Ausdrücke kann man eine Summe von 
ganzen Functionen herstellen, welche für alle endlichen Werthe von x 
convergirt, deren gleichmässige Convergenz aber auf beliebig vielen von 
irgend welchen Punkten in’s Unendliche laufenden Curven aufhört. Den- 
noch wird dadurch eine einzige monogene Function nämlich die Null, 
oder wenn man irgend eine durch eine beständig convergirende Reihe 
darstellbare Function hinzuaddirt, diese Function dargestellt. 


ÜBER DIE BRECHUNG DES LICHTES 
IN CRISTALLINISCHEN MITTELN 
VON 


SOPHIE KOWALEVSKI 


in STOCKHOL M. 


In seinen Leçons sur Vélasticité hat Lame eine Anwendung der 
Elasticitätstheorie auf die Erklärung der doppelten Brechung des Lichtes 
in dreiaxigen Cristallen gegeben. Ich werde hier in wenigen Worten 
das Hauptergebniss seiner Untersuchungen recapituliren. Ausgehend von 
den partiellen Differentialgleichungen, denen alle möglichen Schwingungen 
in einem elastischen homogenen (') Mittel unterworfen sind, stellt er zunächst 
die Bedingungen fest, unter welchen eine Doppelbrechung des Lichtes 
überhaupt móglich ist. Unter der Voraussetzung, dass die Schwingungen 
der einzelnen Theilehen transversal sind, d. h. ohne eine Ánderung der 
Dichtigkeit des schwingenden Mittels vor sich gehen, kónnen die partiellen 
Differentialgleichungen, welche dieselben bestimmen, stets auf die Form 


(= 21) 

À (= — 7 

ers 2 N9y ov 
A 




















2s E b? *, 
ol” OY 02 
97 E 98 1) 
ch 2 & ms : ES da 
(1) =a : as 
ot” 9% 9a 
(= x) (2 =) 
ae or 02 "NOE an 
> — bp? — i) / ; 
ob“ Ou NI Oy 


( D. h. in einem solehen, in welehem die elastisehen Eigenschaften in der Um- 
gebung eines jeden Punktes dieselben sind. 


Acta mathematica, 6. Imprimé. 10 Novembre 1884. 3 


bo 
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gebracht werden, wobei x, y, 2 die rechtwinkligen Coordinaten eines 
Punktes des schwingenden Mittels, £, 7, £ die Componenten der Ver- 
rückung dieses Punktes von seiner Gleichgewichtslage, ¢ die Zeit und 
a, b, c drei positive Constanten — die Elasticitàts-Axen des betrachteten 
Körpers — bedeuten. 

Die Hypothese, dass die Schwingungen vor sich gehen, ohne die 
Dichtigkeit des vibrirenden Mittels zu ändern, erfordert, dass die Grösse 


identisch gleich Null sei. 
Nun folgt aber aus den Gleichungen (1) 





Der aufgestellten Hypothese wird also genügt, wenn die Anfangs- 
werthe von &, 7, € und deren Ableitungen nach ¢ für ( — o so gewählt 
sind, dass (0),_, = © und em XD sind. 

t= 

Der ganzen Theorie von Fressen liegt die Hypothese zu Grunde, 
dass jedes Theilchen der Oberfläche des brechenden Mittels, welches von 
einem Lichtstrahle getroffen ist, zum Mittelpunkt eines Systemes von ebenen 
Wellen wird, und zwar so, dass nach jeder hichtung hin sich zwei Wellen 
mit verschiedener Geschwindigkeit fortpflanzen. 

Es war also zuerst zu untersuchen, ob die Gleichungen (1) sich im 
Einklange mit dieser Hypothese integriren lassen. 

Lamp macht die Annahme, dass der Schwingungsmittelpunkt eine 
teihe von Schwingungen ausführt, so dass die Componenten seiner Ver- 
schiebungen durch die Formeln: 


fov 


M ND COST 7 


alt 


dargestellt werden können, wobei cz die Schwingungsdauer einer voll- 
ständigen Schwingung bedeutet. Ein beliebiger Punkt des vibrirenden 
Mediums wird nach zwei verschiedenen Hemmungen À und 2, in Schwin- 
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sung gerathen, und das Gesetz seiner Verschiebung wird folglich durch 
die Componenten 

















= t—4 z i — À, 
SENS COS 27 — + X, cos 27 —— 
I LI 
= lt — } = ét — À 
T. mn Y, cos 22 —— + Y,cos2z——— 
2 t-—2 E t= 2, 
G— 2, 60827 1 =f |Z, cos 27 — — 


TEL ER JY 2, sind BPünctonen 


von x, y, 2, welche so bestimmt werden sollen, dass die entsprechenden 


dargestellt werden. Die Grössen X 


Werthe von £, 7, £ in die Gleichungen (1) eingesetzt, denselben genügen, 
undrdass für 7 =0,4=0,2—-0 





perm ed ee yx sat en Dre get 


Nach der Theorie von FResxEL ist der geometrische Ort aller der- 
jenigen Punkte, welche von der, aus dem Mittelpunkte ausgehenden Welle 
nach der Zeiteinheit getroffen werden, eine zweischaalige Fläche, welche 
in der Geometrie unter dem Namen der Wellenfläche bekannt ist. Setzt 
man mit LAME 


R=ew+yt+2, Q=a’lb’ + cc + b°(c° + a7 + c’(a? + B)2’, 
P — ax + by + cz), gr ale 

so ist die Gleichung derselben 

(2) q—Q+ RP — o. 


Um die Lage der fortschreitenden Lichtwelle nach der Zeit À zu er- 
: = : Mc Co 1S 
mitteln, braucht man nur in dieser Gleichung statt x, y, 2, gu 


schreiben. Man erhält dann die Gleichung 
(2°) qi* — QV? + RP — o, 


welche alle die successiven Lagen der fortschreitenden Welle darstellt, 


wenn man in derselben À varlıren lässt. 
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In Beziehung auf A? gelöst, hat diese Gleichung die zwei Wurzeln: 


Q + yQ* —4q4R p 
2q 


24 == 





Die zwei positiven Werthe von 2, A, und 2, stellen die zwei verschiedenen 
Zeiten dar, nach welchen ein Punkt von der fortschreitenden Welle 
getroffen wird. 

Da die partiellen Differentialgleichungen (1) linear sind, so genügt 
es die Functionen X, Y, Z zu bestimmen, unter der Annahme, dass A 
irgend eine der Wurzeln der obigen Gleichung ist. 

Durch eine recht beschwerliche, wenn auch sehr elegante Rechnung, 
gelingt es Lame in der That die Functionen X, Y, Z in der erforder- 
lichen Weise zu bestimmen. 

Setzt man 


À 





oO — 





v(a*2* — Hy(b*2* — Ry(c72? — R) 


X = [0] Wagers? a) 
2 94 aA 
Z=o («> — a, 


* 


so werden die Gróssen 








= = t — À} 
& = X cos27 
: z t — À 
5 N or en 
- t—A2 
t Z cos 27 —— 


Integrale der Differentialgleichungen (1), welche zugleich die Relation 


96 |: 95 , 9C 


+4+2=0 


9x oy 92 





Q2 
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befriedigen. Selbstverständlich haben wir in diesem Falle nur ein System 
von particulären Integralen der partiellen Difterentialgleichungen (1). 
Ausserdem sieht man bei näherer Untersuchung, dass dieselben eine physi- 
kalisch unmögliche Bewegung darstellen, denn in jedem Punkte einer 
optischen Axe stellt sich jede der Grössen X, Y, Z unter der Form 


[o] : , 
= dar und wird unbestimmt. 


Lame versucht dieses Ergebniss auf die folgende Weise zu erklären. 
Alle Molecüle, welche derselben Wellenfläche angehören, gerathen zu der- 
selben Zeit in Schwingung.~ Ihre Verrückungen geschehen in der be- 
treffenden Tangentialebene der Wellenfläche und senkrecht zur Richtung 
des Strahles. Wie man auf geometrischem Wege sofort erkennt, fallen 
sie also zusammen mit der Richtung der betreffenden sphärischen Curve 
auf der Wellenfläche. Durch jeden gewöhnlichen Punkt der Wellenfläche 
geht nur eine einzige sphärische Curve; aber der Endpunkt einer optischen 
Axe zeichnet sich durch die Eigenschaft aus, gleichzeitig auf zwei sphärischen 
Curven ‚zu liegen. Seine Bewegung unterscheidet sich demnach von der- 
jenigen eines jeden anderen Punktes. Die beiden Curven umschlingen 
ihn also gewissermassen, wie LAME sagt, durch zwei entgegengesetzte 
Bogen, durch zwei Halbkreise oder Halbellipsen, deren Krümmung sehr 
gross ist. Daraus entsteht für den betrachteten Punkt eine zusammen- 
gesetzte kreisförmige oder elliptische Bewegung. In dieser Weise meint 
Lame die aus den Formeln sich ergebende Unbestimmtheit zu erklären 
und zu beseitigen. Hiergegen könnte man jedoch einwenden, dass diese 
Erklärung aus den Formeln selbst abgeleitet werden müsste, d. h. dass 
man durch Combination der Ausdrücke X, und X,, Y, 
Z, die Unbestimmtheit entfernen und die wirkliche Bahn des fraglichen 
Punktes müsste erklären können. Dieses ist aber keineswegs der Fall. 


und Y,, Z, und 


Ausserdem giebt es noch einen Punkt im Raume, in welchem die 
Lame’schen Formeln nicht mehr im Stande sind, die Erscheinungen zu 
beschreiben: In dem Coordinatenanfangspunkte, d. h. im Schwingungs- 
mittelpunkte selbst, wird jede der Grössen X, Y, Z unendlich gross. Hier 
müssten also die Schwingungen unendlich gross sein und zwar nach allen 
Richtungen hin; (übrigens ein Resultat, zu welchem man nothwendiger 
Weise geführt wird, wenn man von der Hypothese eines einzigen Schwin- 
gungsmittelpunktes ausgeht). 
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Lame versucht diesen Widerspruch seiner Theorie mit der Wirklich- 
keit durch die Annahme zu erklàren, dass jedes materielle Theilchen des 
betrachteten Mittels mit einer Aetheratmosphäre umgeben sei, welche 
durch das einfallende Licht in Sehwingungen versetzt werde, die sich dann 
auf das materielle Theilchen übertragen. 

Ich werde hier auf die Discussion dieser Hypothese nicht nàher ein- 
gehen. Lame selbst hat sie nur ausgesprochen, ohne auch zu versuchen 
sie mathematisch zu begründen. Bevor man die Móglichkeit von Schwing- 
ungen in cinem cristallinischen Mittel der Fresnet’schen Theorie ent- 
sprechend  diseutirt, sollte man jedenfalls die allgemeine Lösung der 
partiellen Differentialeleichungen (1) aufstellen, denn dann erst werden 
wir alle möglichen Bewegungen kennen. Diese Untersuchung bildet den 
Gegenstand meiner Arbeit. Ich bin durch meinen hochverehrten Lehrer 
WEIERSTRASS angeregt worden dieselbe zu unternehmen, in der Erwartung 
dass dieselbe Integrationsmethode, welche von ihm vor vielen Jahren auf- 
gestellt und auf die Integration von einigen einfacheren linearen partiellen 
Differentialgleichungen angewendet wurde, auch in diesem Falle “sich be- 
währen würde. 

Ich werde hier den Inhalt einer noch nicht publieirten Abhandlung 
mittheilen, welche mir von Wriersrrass im Jahre 1881 zur Verfügung 
gestellt, aber viel früher von ihm verfasst wurde. 

»Es seien x, v, w reelle, veränderliche Grössen, die wir als die 
Coordinaten eines Punktes im Raume in Beziehung auf drei in einem 
Punkte O unter rechten Winkeln sich schneidende Axen betrachten. 
Ferner sei S irgend eine geschlossene Fläche von der Beschaffenheit, dass 
in jeder von © ausgehenden Richtung nur ein Punkt derselben liegt. 
Dann gehört zu jedem Punkte P des Raumes ein bestimmter Punkt P, 
der Flàche, nàmlich derjenige, in welchem dieselbe von der Strecke OP 
oder deren Verlängerung über P hinaus geschnitten wird; und wenn man 
das Verhältniss OP zu OP, mit £ bezeichnet, so ist ¢ eine beständig positiv 
bleibende continuirliche Function der Coordinaten w, v, w von P, welche 
die Eigenschaft hat, dass sie in kt übergeht, wenn man «, v, w alle drei 
mit derselben positiven Zahl % multiplicirt. Der Ort aller Punkte ferner, 
für welche ¢ denselben Werth hat, ist eine Fläche 5,, welche S ähnlich 
ist und von dieser ganz umschlossen wird, wofern ¢ < 1 ist, während das 
Umgekehrte stattfindet, wenn ¢> 1. Setzt man nun 
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ot 


ot t es ot 
aw’ 


p = — 2E —— 
Qu" av’ 


so sind w', v', w' solche Functionen von #, v, w, die sich nicht ändern, 
wenn man diese Grössen alle drei mit % multiplicirt, und welche folgende 
geometrische Bedeutung haben. Man denke sich in dem Punkte w, v, w 
an der durch denselben gehenden Fläche 4, die Tangentialebene gelegt, 
so ist deren Gleichung, wenn man mit U, V, W die Coordinaten irgend 
eines ihrer Punkte bezeichnet 


„U+vV+wWW=t 
Fällt man ferner von O aus auf diese Ebene ein Loth, so ist die Länge 
desselben 


t 
yuu + vv + ww 








und die Coordinaten seines Fusspunktes 


ut v't wt 


ww + vv + ww’ wa + vv + ww’ wu + vv + ww. 











Dieses vorausgesetzt, sei Fu, v, w) eine Function von u, v, w, die 
sich überall stetig ändert, mit Ausnahme etwa in der Nähe des Punktes 
O, und es werde der Werth, den das Integral 


f f [FG v, w)dudvdw 


erhält, wenn die Integration über alle diejenigen Punkte des Raumes 


ausgedehnt wird, die zwischen zweien Flächen o, und 6, liegen, — wo 
wir jetzt ¢ als eine unbeschränkt veränderliche positive Grösse und /, als 
einen besonderen (festen) Werth derselben betrachten — mit 


+ f Fw, v, w)do 
eke) 


Ore 


bezeichnet, in welcher Formel dw das Raumelement dudvdw bedeutet 
und das obere oder das untere Zeichen zu nehmen ist, jenachdem 


US model eed s 
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Dann erhilt man durch eine einfache geometrische Betrachtung die folgen- 
den beiden Gleichungen, in denen de, ein Element der Fläche o, bedeutet. 


F(u, v, w)de, 
yuw + ve + aw 








(A) D, f F(u, 9, w)do = | 
0 


[fpes v 








r ; E '"F(n, v, w)da, 
3 D, | D, F(u, v, w)do = D | ii a 
(B) Le ( MED ) e) t Vu'u + wh + ww ( ) 


J 
Daraus folgt, wenn man in der ersten Formel w'F für F setzt 


(C) D, f D, F(u, v, w)do = Di fw Fu, v, w)do. 


(pad) (fo... 0) 





() Die Gleiehung (A) ergiebt sieh folgendermassen: 


Der Zuwachs von | F(w, v, w)do, wenn £ sich um dt ändert, ist gleich 


(ot) 


Fu, v, w)do. 
3 


(4, ..., t-- dt) 


Da der Abstand der Tangentialebenen in entsprechenden Punkten der beiden Flächen ¢ 


dt 


und: ¢ + dt nach dem Obigen gleich = ist, so kann das Raumelement 
- ; T ET 
Vuu vv + ww 








auch die Form’ 
do,dt 


vuu + vv + ww 








erhalten. Mithin ist 





fF, v, w)do = 


(0... UC dE 





? 
F(u, v, w)do,dt 
vaa + vv + ww 
t 


oder wenn man dureh dé dividirt 








fr F(u, v, w)da, 


Yuu + vo + ww 


D, fF». v, w)do = 
(in...) 


e 


Die Gleichung (B) ergiebt sieh, abgesehn von der Differentiation nach ¢ auf beiden Seiten, 
dureh die bekannte Verwandlung eines Raumintegrals in ein Oberflächenintegral; vergl. z. B. 
Riemann, Schwere, Electricität und Magnetismus, 2 19. 
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Nun sei c(w, v, w) eine Function, welche dieselbe Beschaffenheit hat, 


wie sie für F angenommen ist, f(w, v, w) eine andere Function die sich 
überall stetig andert (auch in der Nahe des Punktes O) und 


Az, as ti D, fe, v, wfe+u, y+v,2+ w)do, 
) 


wo x, y, 2 die Coordinaten eines unbestimmten Punktes bedeuten. Dann 
hat man: 


If) I = D, f'eD, f(x Hu, y dv, z+ w)do 


= D, f'e D, f(x Tuyyddvz-d w)do 


[7 


— D, f D, (e. f(r +u, y +, 2+w)]de — D, | =f f(r +u, gy dv, zd w)do. 
Mithin, nach (C): 


(D) D,F — D? [werte + uU, y +0, 2 + w)dw 


(fo. . 


"80 
— | ze + u, y +0, z + w)do. 


(ER) 


Ebenso findet man: 


D,F n f v'efía cow, y dv, 2+ wdo 


(tat) 


— D, | fie + u, y +0, 2+ u)da 


(o--.2) 


(ect 


De D} fu'ef(x Jw, y d v, z + w)do 
) . 


— D. | 2 fr + u, y d v, 2 + w)do. 


(fo... t) 
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Daraus ergiebt sich weiter: 


DRE; wwe f(x + u, ...)do 





— D; | (Ce + 20 sf) fle +u,...)do + D, | o£ fle +u,.. 


(DEIN D} fv'v'g f(a + u, ...)do 


— D | =? + 2v afr + u4,.. Mo + D, [ 5 © f(a T .. 


DRE Ju w'e.f(r + wu, ...)do 





2 ow’ ,90 A, OO, 
— D} | es € + 2w af) f(x + u, ...)dw +.D, = +2, .. 


(E) 


D; F = Di fv'wg.f(z + u, ..)do 





vom 


-» | (¢3 pa pi £p S ftr +0, ..)do + D, fz f(x J4- tt, ... 


t 


DF = Di fwwe.f(c + u, ...)do 





PAT Zo ; 
— Di | (e en Ef ‘tu, ...)do + D, IE f(x +u,. 


LE 


DF = Di fwv'e .f( +u,...)do 





= Df (eM tw + Eres tee n, [Fer 


t 


su 


(x 4 u,.. 


.)do 


do 


.)do 


se) do 


do. 
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Bezeichnet man die Function von w, v, w, welche den zum unbe- 

stimmten Punkte (x, v, w) gehörigen Werth von ¢ giebt, mit Yu, v, w), 
SO ist 














; ED ; 9) i od 
WU —, Uy —— 
ou 9v ow 
also: 
9v ow 99 Qw u X 9'à ou — Qv X oj 
Qw Qv How’ Où ow uw’ dv ‘Ou um 


Aus den Formeln (E), die beliebig fortgesetzt werden kónnen, folgt nun, 





wenn A, B, C, .... Constanten bedeuten 
2 
SLU LS EDU ade GT LEM AME qr ot etr 
ÀA— + B— C— 2 A’ 2B —— 2C' —— 
02° a ay? 77 3 0y02 28 920% ^ 0201 


92 


— DifPfie+ u, y d vy 2+ w)do — Dif Qf(z + u, y tv, à + w)do 


(bh. (£5. ..£) 


+ D, f Rf(x dou, y +0, 2 + w)do. 


Gore 


Bei der Entwickelung dieser Formeln ist, ausser der in Betreff der 
Funetionen f, ¢ gemachten Annahme, vorausgesetzt worden, dass die 
Functionen w', v, w' und deren Ableitungen, so weit dieselben in den 
Formeln vorkommen, in der Fläche o sich stetig ändern. Die Formeln 
lassen sich jedoch auch in manchen Fallen anwenden, wo die hinsichtlich 
der Funetionen c, w', v', w' gemachten Annahmen in einzelnen Punkten 
nicht zutreften. 

Bildet man nämlich für verschiedene Functionen c, die mit ¢,, ¢,, ... 
bezeichnet werden mógen, aber für eine und dieselbe Function f die 
Ausdrücke 


oe fe,(u, v, w)f(x + u, y + v, z + w)do 


Co... t) 


Ji ess D, f ¢,(u; v, w)f(r + u, y +v, à + w)do 
Got) 


200 Sophie Kowalevski. 
und ist 7' irgend ein aus partiellen Ableitungen von Æ, F, u. s. w. 
nach x, y, 2 linear und mit constanten Cocfficienten zusammengesetzter 
Ausdruck, so làsst sich derselbe mittelst den aufgestellten Formeln in der 
e 
Gestalt 
T — D,[ 6 (u, v, w)f(x W, 4 v. Z w) do 
t 1 ’ Jab 
.t) 


(Eos 


+ D; f ®,(u, v, w)f(x + w, y +v, z + w)do 


(hax) 


darstellen, wo ®,, @,, ... Ausdrücke sind, welche aus den Functionen 
w, v, w', €, Gy, -.. und deren Ableitungen so zusammengesetzt werden, 
dass auch in dem Falle, wo die letzteren an einzelnen Stellen sich nicht 
stetig ändern, ®,, ®,, ... Functionen von w, v, w sein können, welche 
der im Vorstehenden, hinsichtlich der Function e, gemachten Annahme 
entsprechen. Trifft dieses zu, so ist die angegebene Darstellung von 7 
zulässig. (*) | 

Diese Formeln sollen jetzt angewendet werden auf die Integration 
der Differentialgleichung 


0° 0° ki: oC! 0° 


dydz 2202 2x0y 














für den Fall, dass die reellen Coefficienten A, DB, ... solche Werthe 
haben, dass die Function 


Ax? + By? + C2? + 2A’yz + 2D'zo + 2C'xy . 


bei reellen Werthen von x, y, z stets positiv bleibt und nur dann Null 
wird, wenn diese Grössen sämmtlich verschwinden. 


() Ich muss bei dieser Gelegenheit auch bemerken, dass ich in diesem Sommer, 
nachdem meine Arbeit schon fertig war, durch eine freundliche persönliche Mittheilung 
von Prof. Kronecker erfahren habe, dass er ähnliche Transformationsformeln für dreifache 
Integrale, welche auf die Differentiation nach einem Parameter beruhen, von welchem die 


Begrenzung des Integrales abhängt, bei seinen Untersuchungen über das Potential, gebraucht hat. 
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Das Resultat, in Doppelintegralen verwandelt, stimmt überein mit 
dem von Cavcuy (Journal de l'Ecole polytechnique, Cah. 20, p. 
297—309) und in dem besonderen Falle, wo 





f— a^ Ac 


mit dem von Poıssox in einer Abhandlung in Mémoires de l'Académie 
des Sciences gegebenen. 

Es sei in diesem Falle die Fläche o ein Ellipsoid, und die Gleichung 
desselben 


au? + bv? + cw? + 2a'vw + 2b’wu + 2c'uv = 1. 
Dann ist 

4? — au’ + bv? + cw? + 2a'vw + 2b’wu + 2c'uv 
und daher 


« 


ED) 


2 ED) A 9) P 
$— — au + c'v + bw, re =cuthbt+aw, 8s = bu + av + cw, 
L v 1 
welche drei lineare Functionen mit U, V, W bezeichnet werden mógen, und 


u i 5 ye tou où. ud. 
v 


Daraus folgt, da 


D: a 
N 


>= (AU + CV + Bm" + (CU+ BY + AW) 


+ (BU+4V+ cm |* 


ist, dass man P — c erhält, wenn man a, b, etc. so wählt, dass die 
Gleichungen 


AU+CV+BW=u, CU+BV+AW=v, BU+AV+CW— 
erfüllt werden. Aus denselben. folgt aber, wenn man 


G = ABC — AA'A' — BBB — CCC + 2A4'P'C 
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setzt 
BC — AA ji CA — B'B' BM AB — C'C' 
d = ALS = B E G , ET G D 
; TEEN — ue , Q4 — BE [ A'B' — CC’ 
a= ICE iy = "Or" C — PRE RE 
Nimmt man nun ferner 
I 
Gomme 
so hat man 
ih eae $398 —— ve D) 
ou ou 
ee 1 04 Pid g—2 oF EN By: 
ov Ov 
?e m. Q9—2 où ih -3W 
aw 2 aw Ü 
9c 3 EISEN 2° 2 3 90 OÙ 
= — M as? Ad 3 =| : — I ag? 24 g d Lm. 
Qu Pas oU vow dias a 
42 2 A) 
Seer — pa 29-3 où 99 e asd 3 3 90 OF 
av? Dal: e ? awou "ES aw du’ 
9°% Lp COON OU oes _3 00 99 
= — gb 38 — = — CI I ——, 
aw? 4.3 ley) 9uQv T$ Qu Ov 


Daraus folgt, mit Berücksiehtigung der Gleichung P — BT 


R = — (Aa + Bb + Cc + 24« + 2BV + 200)8^7 + 387. 
Aber 
Aa + Bb + Cc — 1 
A'a + BV + Ce = a 
und somit 


10 = ©. 


woraus weiter auch Q = o folgt. 


Uber die Brechung des Lichtes in cristallinischen Mitteln. 
Wir habeñ also folgendes Resultat: 
Setzt man 


BC — AA CA — B'B' , AB — C'C' , 
v 0, 0) — ve — Ur © EE er 


Ba’ mies! AA Q" A! = BB A'B' A @0% V 
Ra SS e dq) —— il) 


2) 3 DE Fr en, 5 
+ 2 G w + 2 G wu + 2 G 


3 


und 


Ji! = ll De se wre De TEN ME 


Ju, v, Ww) 
[9%(u, v, 10) < 


wo die Integration über alle Punkte des Raumes auszudehnen ist, für, 

welchen 4*(u, v, w) <t” ist (f; ist gleich o angenommen, was erlaubt 

ist, da F nicht davon abhàngt und das dreifache Integral einen Sinn be- 

halt, trotzdem dass für den Punkt O 9 = o ist, so wird der betrachteten 

partiellen Differentialgleichung genügt, wenn ¢ = /' genommen wird. 
Nach der Form (1) ist 











t | | T: S) dud dw = fe He =) de; 
JET Fu, v, 2) 9) E ED, 
2 V en ou ah ow | 
p 





£3 


zu i ja ae EE.) } 
JU EY +w: 


wo do, ein Element der durch die Gleichung 


au” + bv? + ew? + 2a'vw + 2b'wu + zu = À 


dargestellten Fläche bedeutet. Daraus folgt weiter 





pss [ € +tu, y +iv, z + co 
VU + + W 


wenn man unter de ein Element der Fläche 


au? + bv? + ew? + 2a'vie + 2b’wu + 2e = 1 
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versteht, unter w, v, w die Coordinaten eines zugehórigen Punktes, und 
die Integration über die ganze Flache ausdehnt. 

Das Vorstehende gilt zunächst unter der Voraussetzung, dass ¢ positiv 
ist. Es ist aber, für einen positiven Werth von ¢ 


> \ 


re +, .. )dudvdw a ae 
) = S da) rdr. 
Yu, v, w) 3 - JU Yr 








vec 
[(u, v, 10) < 12] "y 


Der Ausdruck auf der rechten Seite hat nun auch eine Bedeutung für 
negative Werthe von ¢, bleibt jedoch, wenn — # für ¢ gesetzt wird, un- 
verändert, denn 

—t 


"fir + Tu, y + Tv, 2 + mw) ? 
LLL do | cdc 
7 VU? + V^ + W* 





e. s 
fe , 


af i ES 
| VU? + V° RR 


LE 





t 
0 


Für jede Fläche o aber, welche die Beschaffenheit hat, dass sie von einer 
durch O gehenden Geraden, in zweien, gleichweit von © abliegenden 
Punkten geschnitten wird, ist bei einer beliebigen Function f(w, v, w) 


f fn, v, w)do = {f= u, —v, — w)de. 


Es ist also das dreifache Integral, von dem F die Ableitung nach # ist, 
eine grade Function von £, F selbst also eine «grade. Wenn aber die 
gegebene Differentialgleichung, unter der Voraussetzung dass d eine un- 
grade, oder grade Function von ¢ ist, für alle positiven Werthe dieser 
Grösse besteht, so ist sie auch für alle negativen gültig. 

Für)? ol wurd rer und 


a 


oF do 
acm) | JU Y «Ww 


t€ 
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Es ist aber 
1 
lbs ee arten 
u au, v. w) | UC ve + y 5 Far we 
0 


Mithin, wenn man 








| dudvdw 2 
—. = @ 
J(u, v, w) s : 
eee 
GP? — 1) 
setzt, und 
E aap. 
1 rm Ww. 4 v. z+ w) 
de D) il Hera — MR +) dudodiw, 
Ü 20 u, v, aw) 
eee 2 


so ist d eine Function, die der vorgelegten Differentialgleichung genügt 
und zu gleicher Zeit für {= o die Bedingungen erfüllt: 





Daraus folgt sofort, dass man die allgemeine Lösung erhält, wenn man 
eine zweite willkürliche Function F(r, y, z) annimmt, und 


LA 
ES Fe +u, y +v, z + w) 
d= — D; — dudvdw 
: 20 lu, v, w) 











(CP <1) 
I 7 fi@+tu, y +v, z + aw) 
- : “dudvdw 
um 20 ».[]J Bat, v, w) edd 
(P<) 


setzt. Denn dann wird für ¢ = o 


ou 


"TN f(v, y, 2). 


br — ala 2); 


Führt man an die Stelle von #, v, w drei andere Veränderliche p, q, 7 ein: 
p= a + po + yw 
gq = au + fo + rw 
r — q"u + gv 4- rw, 
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so können die Constanten a, f£, etc. so bestimmt werden, dass 


wteetw in p'-Lg +r 
und 
au? + bv? + cw? + 2a'vw + 2b'wu + 2c'uv in gp? + hq? + kr? 
übergeht, wo g, h, k positive Constanten sind. Dann hat man 


dudvdw dpdqdr 





zu setzen 


für n = 
Hw, v, w) VD + hg’ + kg? 





und die Integration erstreckt sich über alle Werthe von p, q, r für welche 
op + hq? + kr? <t? 
ist. Diese erhält man, wenn man 
p euge reos, | Gg LE cSinàcosp, 1 = Vk.tTsinAsinp 


setzt, und 
- alle Werthe von o bis 7 


À alle Werthe von o bis x 
» alle Werthe von o bis 27 


beilegt. Dann muss 








dpdgdr c sin Adrd/du 
- Eee - ersetzt werden durch  ———————-, 
vVgp^ + hq? + kr? v ghk 
: 125 
wobei zu bemerken, dass ghk = — ist. Darnach hat man, wenn X(w, v, w) 


G 
eine beliebige Function von w, v, w ist, 





toa X ‘ )d 1 d t A 22 
X(u, v, w)dudvdw _ pf vr. VIE VU. Ns 
lll rT = J J 48- Xu, co, zw, )c sin AdpidAde, 


%, UV, W) 
t^c t 7 DON) 


(02 — t?) 
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Wo 
u = eygcosA-F Pyhsinkcosu + jyksindAsing 
v, = ag cos À + ah sinAcosp + 7'yksin Asin pz 
w, = a’ Vg cos À + (Sy hsinAcos pi + 7" y ksin Asin p. 


Setzt man X(w, v, w) = 1, so kommt 


0 0 0 


Wir haben also das Resultat: 
Es seien F(x, y, 2), f(x, y, 2) zwei willkürlich angenommene Func- 


tionen von zr, y, 2 
G = ABC — AA' A' — BBB’ — CCC + 2A4' BC 


BG = ACA’ X CA — BD , AB — C'C' , 
Yu, U, w) = V ——- — mw ere: — cer cs li 


2 "e * * Lo] DL = . 
+ Ze uA vw + ee AU + Ee u 
F(a, y; 2,1) =) 


| PG kso store 
34 Hu, v, w) 


[Y%Ku, v, tc) LE] 





"2 " = YT f da, 4 + 0, 3 + Ww) | : 
f(x, y, 2, t) =i Ju wa) dudvdw. 


[J*(u, v, w) LE] 


Dann ist 





r (Hz, wy, 2 6 of@, y, 2, t) 
I, — ECS + —— 
T — an ( ot d ox) 
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eine’ Function von z, y, 2, t, welche der Differentialgleichung 


= 


RE = , 9 3° 29 3008 
24 2B 6 
Hs ch 992 a ores 9x9y 


2: f= Aj PE 


JE 








genügt und zugleich so beschaffen ist, dass für L0 
| AT ab ig 
o = EL (x, y;' 2); a = f(v, Ys 2) 


wird. 
Dabei müssen aber 
A, AB— CC, G 


alle drei positiv sein. 
Hat man namentlich die Gleichung 








U) [9 9d CRU 
nee ¢ 
ob: (Gus Zs oy” =E 92° E 


so ist VG = a° 


I ———— á— MR 
Su, v, w) = give Tov Raw 


opa ^ re F@+u, ses 
re Fn ; ys £, 1) = [il Had Y dudvdw 


Qu? + v? + w < at?) 


Ta. A wi f(etu, y +v, z + w) 
oa fs y, 2, 0) =| eer Oar) ae Gear EE) dudvdw. 


€ 
Qu? + v? + w? L'at?) 


Hat die Gleichung die Form 





oO" ^ 5 RU) 9 " o?d 
? =a— + i M as 
ot ch oy 92" 
so ist JG = abe 
po ur v* w* 
D a? Sr b? xis x 
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also 
REC Ex; gue Ofte, vm d 
4aberd = zm + 5 
7» 
: " Pa 2 m) 
Bory. 2, 0 — M * EE at = a dudvdw 
vue E (= tp et. KE :) 
TUR ab) — (sen ul cue = ”) dudvdw 
Ww 





Dnm: =) 


(uu) 


Die Integration des folgenden Systemes partieller Differentialglei- 
chungen (in denen a, / positive Constanten, ¢, x, y, 2 unbeschränkt 
Veränderliche reelle Grössen und é, 7. i zu bestimmende Functionen 


derselben bedeuten): 


I 
o 


|D; — «(Di + D; + D2)J£ — (0 — a’) D,(D,E + Dy + D.C 
(F) [Di — «(Di + D + D2|y— (b — a?) D,(D,£ + D, + D.) = 0 
[D; — a (D. + D; + D2)\€— (b — a’) D.(D,& + D,n + D; = 0 
lässt sich zurückführen auf die Integration der Differentialeleichung 
(Di — D. um D; — D)f = 
Zunächst ergiebt etus den Regeln, nach denen man die Integra- 


tion eines solehen Systems partieller Differentialgleichungen auf die einer 
einzigen mit einer unbekannten Function reducirt, dass man setzen kann: 


& = [Di — V (D + D; + D2)e, + (0? — a) D,(D,c, + D,e, + D.e,) 
(6) ne [Dt — VQ + B+ Dg, + (0 — 29D, (D.g, + Dg, + D.) 


ED =D? + DIE Do) 3] @ = a*/D,(D. e, + Do, + D.o.) 
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in denen ¢,, ¢,, c, drei Functionen von ¢, x, y, z bedeuten, von denen 
jede die folgende Differentialgleichung befriedigt, in der zur Abkürzung 


A = D} + D}; + D? 
gesetzt ist 


(DPA Ap o. 


Nun bedeute f(t, x, y, 2) oder kürzer f(¢) eine Function von f£, x, y, 2, 
welche der Gleichung 


(DA) 0 


genügt, und in Beziehung auf ¢ wngrade ist. Ferner sei (f, v, y, 2) 
oder d(/) eine in Beziehung auf ¢ ebenfalls ungrade Function, welche 
die Gleichung 
Dit) = fit) 
betriedigt. 
Dann hat man 
(Di — A) Dip(2) = o 
oder 


D}[(D? — A)d(t)] = o - 


woraus, mit Berücksichtigung des Umstandes, dass (D; — A)d(t) eine 
ungrade Function von ¢ ist, 


(Di — A)g(t) = dt 


4 


folgt, wo d bloss von x, y, z abhängt. 
Setzt man in dieser Gleichung «at für f£, so ergiebt sich 
I cS 
3 Did (at) — Ad (at) = d, .at, 
oder 


(D; — a^ A) (at) = at. d, 
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und ebenso 
(D — PA) e (It) = Pt. g,, 
Daher 
CD? — a^ A)(D; — 0^ A)g(at) = — a*b? .t. Ad, 
(D; — a* AY(D; — b? A) db (bt) = — abt. Ad, 
2 2 5 RN PL I | 
(D; — a^ AJ(D; — VAY d (at) — d (bt) \= o. 
Setzt man daher 
= lat) — „ gb) 
foem QE : 
80 ergiebt sich 
(H) (Di — à AL? — L'A)e =o 
und zugleich hat man für ¢ = o 
^ 2 3 ay at) = bo" (aty nt , 
coo op (= ENSE ).- q""(o) = f'(o), 


so dass, wenn man f(t, v, y, 2) so bestimmt, dass für ¢ = o 
(T) DÉC Na RIS 95 12) 


wird, @ dasjenige Integral der Gleichung (H) ist, welches für ¢ = o der 
Bedingung genügt 


(C= ior D oec MOD oso DA F(a, Wis. 2). 


Dabei ist ç eine ungrade Function von f. 

Bestimmt man nun 3 solche Functionen f,(f, x, y, 2), f(t, v, y, 2), 
f,(t, v, y, 2), welche für f gesetzt der Gleichung (I) genügen und be- 
zeichnet mit ¢,, ¢,, ¢, die Functionen, welche aus diesen so abgeleitet 
sind, wie hier ¢ aus f, und substituirt diese in die Gleichungen (G), so 


= 


erhält man für ¢, 7, 7 Ausdrücke, welche den Gleichungen (F) genügen, 


4 


und zwar so, dass für t — o 
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E — O0, D,& = fi(o, T, 3, 2), 
710), Dy, = FO; 29: 2); 
E= 0% D,C - (eo, m 9» 2): 


Dabei ist zu bemerken, dass weil 


A d (at) = — Did (at) — ad, . t — f(at) — ag, .t 
ist, man 
b Ad(at) E b’f( at) — ab*d, rn 
(Di — 0 A)d (at) = abd, . t + (a? — d’)f(at) 


hat, und daher 


I I 
a 2 (90 — y CE) 


(D) — b?A)g = (D? — VA) 





que d 


(a? — y» fie) + b*d,.¢ — b*d,.t 
a I 
= = —f(at). 


a — ib" a 








Mithin kann man die Gleichungen (G) auch schreiben 


I 


gi — i60] + 2, [ 600 — 59400] 


5. [E — 1 eso 


n 
| 





~ f (at) — D,| D), 


I I 4 I 3 I I 
7 = Lt — D [DE oa) — zn | + D, [74,00 —7 9,00] 


+ D.|t 0,0) — £4,000) ]| 


E DE g(a) tem]: 


bo 
=] 
2 
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Es ist ferner 


t 


d.) = ft — Of ()dc + 99-1 


$40 = ft — DD + d.t 


~ 


8,0) = ft — 95()dc + $i. 
und daher 
I I a =: bt N 
CN (br) — | U o fta)dr — ees =) f(c)dr 
It — [af (at) — of (bt)]dc 
ete. 


Zur Integration der Gleichung 
(X — a! A)(D; — D A)o =o 


kann man auch folgendermassen gelangen. 


E 


ua 


sei 
g(t, a) 


eine Function von f, welche der Gleichung 
(D; — a’A)elt, a) — o 
genügt, und den Bedingungen, dass für / — o 
e(t, a) — o, Diet, a) — Ga, y, 2), 


wo G eine willkürliche Function von xz, y, z ist. 
Ebenso sei e(t, 5) definirt durch die Gleichung 


(D? — I? A)e(t, 5) —o 
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und die Bedingung, dass für ¢—o 
pP E 0, D,e(t, 5) — G(v, y, 2). 


Dann sind e(t, a), c(t, b) beide ungrade Functionen von /. Wenn wir 


e(t) — e(t, *) — e(t, a) 
setzen, so genügt g(t) der Gleichung 
(D; — a’A)D; — b’A)e—=o, 
und. man hat für 4 — o 
€(t)—0o, Delt}=o, Dig(t)=o0, Dig(t)= Die(t, a) — Diet, b). 
Aber 
D'o(t, a) = @AD, g(t, a) 
und daher 
[Dot all, —@ NG 
und ebenso 
[Die (t, e — b°AG 
also 
[Die (t)].., = (0 — a?) AG. 
Bestimmt man daher G so, dass 


(6? — a )AG— f(x, y, 2), 


so ist g(t) diejenige, der betrachteten Gleichung genügende Function, 
welche die Bedingungen, dass für £— o 


g(t)—0, . Dg(t)—0o, | Dig(t)—o, Der 
sein. soll, erfüllt. 
Nun aber hat man, wenn 
Dig(t, a) — e(t, a), D'e(t, b) — e"(t, b) 
gesetzt wird, auch 


(Di —a A)e"(t, a) — o, (D; — b’A)e”(t, 6) =o 


bo 
-1 
vr 
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und für to 


g'(5a)—o,. Dg", a)—a^G— f 


a 


et, )=0, Det, 5—VAG— x f. 


Es ist also 


= — Gr 


pt, a) 





a* 
diejenige der Gleichung 
(D; —a'^A)F—o 
genügende Function, die die Bedingung erfüllt, dass für / — o 
E10, DR mq 


sei. Also 


b* — a? 





né I 
e" (i, a) = zf(at) 


a” 


und ebenso 





D. I 
mu (t, D) = y ft). 


Daraus folgt 
e(t, a) = xr NM COE + 1G 


e(t. 0) — zs f f (it) atat + ta. 


0 0 . 





. Ist nun &(t) eine Function von £ deren zweite Ableitung /(/) ist und die 


für £— o verschwindet, so hat man, 


Did (at) = a’f(at) 


af f f (at)atat = = (at) — te'(o), 


?'(o) = [Ds (t)]..- 


wo 
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g(t, a) — le se le i4) (9) 


und 





Die vorstehenden Formeln geben die allgemeinen Integrale der 
Gleichungen (1) für den Fall dass &, z, £ für ¢—o verschwinden, 
also jedenfalls auch, wenn €, 7, f ungrade Functionen von ¢ sein sollen. 
Nimmt man nun drei Ausdrücke von derselben Form, in denen aber 
f; fy» f, durch drei andere Functionen vertreten sind, bildet von diesen 
die Ableitungen nach ? und fügt diese bezüglich zu £, 7, £ hinzu, so hat 
man die allgemeinen. Ausdrücke dieser Grossen. 

Es ergiebt sich also folgendes Resultat: Man bestimme 6 Functionen 


At, m, 9 2); fU, © 95.12); fts v, Ys 8) 
EG, x, y, 2), Fit, &, y, 2), F(t, x, y, 2), 
welche für f gesetzt, der Gleichung 
RD D Dee 


genügen, und überdies alle für /— o verschwinden, ferner seien 


u 
—_ 


d. (t, %, Y, 2); dt, I, 3, 2), d,(t, S, y, 


Ur (b, m, Y, 8), E(t, 2, y, 2), y (t, v, y; 


u 
nu 


diejenigen 6 Functionen, deren zweite Ableitungen nach / beziehlich 


fi; ioe f, 
Ei; Pp Br; 
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sind, und welche ebenfalls für {= o sàmmtlich verschwinden. Setzt man 
dann 


ot, 2, y, D Did (b, x, y, 2) DO v, y, 2) + Didi @, x, y, 2) 


YG, Y, VE 2) XX D L(t, vy UD 2) = D} V. (t, Vv, UE 2) + D, Jr. (t, d, UD 2), 


dann sind 


Ln 


I5 I > 
„Alat) — = DF (at) 4 ID). 


Ir I : Ar I Iq qe L4) I 
| = fat) + DF. (at) 4- D, (5 (bt) > d(at) + ; DP (bt) — DA (at)) 


EN 


I gu 
= (at) Hea D, F.(at) + D, 


die allgemeinen Integrale der Gleichungen (1). 
Hieraus erhàlt man ferner mit einiger Anderung der Bezeichnungen 
die Integrale der folgenden Differentialgleichungen, in denen 
j = DEE 3t D,» == DG 

und P, Q, R gegebene Functionen von £, x, y, 2 bedeuten: 

(D? — a! A)£ — (P? — a’) D,8 = P(t, x, y, 2) 

i 7)2 1 2 2 M à = 

(D? — a’A)n — (0? — a?) D,8 = Qt, x, y, 2) 


(Di — a'A) 6 — (P — a) D,8 = R(t, v, y, 2). 


Man bestimme sechs Functionen 
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von ¢ und x, y, z, welche für f gesetzt der Gleichung 
(Di — A)F =o 


genügen und überdies für ¢ — o sämmtlich verschwinden. 
Ferner seien 


e(t), ext), ¢s(t) 
alt, Bl) — ve) 


Functionen, deren zweite Ableitungen nach / den obigen 6 Functionen 
respective gleich sind und die ebenfalls für /— o alle Null werden. 
Endlich seien 

Tal 5 Balz); F4 (307) 


— wo r eine unbestimmte Grösse bedeutet — drei Functionen, welche 
ebenfalls der Gleichung 


(D; — A)F—o 

genügen und überdies so bestimmt sind, dass für £— o 

JH == €, a. Ti == © 
DF?" = Plc, &,y, 2, DE) = QC, &, y, 2), DE: Reue) 

Bezeichnet man dann mit 

£1 (5 7) €» (¢, 2); es (é, 7) 

Functionen, deren zweite Ableitungen nach ¢ 
TOUR qu y. 

sind, und welche für ? — o ebenfalls verschwinden und setzt: 

e(t) — D.g(t) + D,g.(t) + D.es(t) 


e(t) = D.gilt) + D,git) + D.gi(t) 
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so ist 


g(t, t) = D.ev (t, 7) + Dev (t5 ) + D.gs (t, v) 
S= br (at) ED. ¢ (bt) —- e( (at) +: Fiat) + D,(; pt) — 7 e(t) 


fe I 1 7 I n I Hn - LI ) 
+ f F Fy’ (at — az, 2) + DA; e (bt — bz, à ae (at — ar, ala 


y= DER (at) p e(M)—- e (at) ei F;( (at) + D,( e (01) — = g(at)) 


De p" | | 
T | LE (at — az, ?) + D, (ie "(bt — br, ER (at — az, 3) 


pe -b Fiat) + De £0) — Le(at)) +} Fiat) + DS eK) — g'{at)) 


t 


+ | EC í— at, t) + D, Ge "(bt — br, D— 2e ‘(at — ar, 9)|dt. 


0 


Um aus diesen Formeln die Ausdrücke für D,é, D,z, D,£ zu erhalten, 
hat man in den Formeln, welche die Functionen PF", e" enthalten, «unter 
dem Integralzeichen nach ¢ zu differenziren. 

Bezeichnet man daher die Functionen, in welche 


DIG). DEG), Dine DING, DEE. DEL 
für t — o übergehen, mit 
A, y, 2) Re, y, 2) fs Ys 2) A, y, 2) hr, 2) f(s Ys à), 
so hat man für ¢—o 
fr, y, 2) ph y, 2, Lehe y, à 
D&—fü(r,wy,2. — Dy—f(my,2, DE 


Dabei können bei der Bestimmung der F die f willkürlich angenommen 
werden.» 
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Um die in den vorgehenden Blattern auseinandergesetzte Methode 
von Herrn WEIERSTRASS in dem vorliegenden Falle anwenden zu können, 
setze ich 


SER le (u,v, w)f(r 4- wu, y + v, 2 + w)do 
(3) hu. v, w)f(r + wu, y 4- v, z + w)do 
C— D, f e,(w, v, w)f(r +u, y 4- v, z + w)do, 


wo die Integration auf der rechten Seite auf alle Punkte des Raumes 
‘erstreckt wird, welcher von einer gewissen geschlossenen Fläche, deren 
Gleichung #(u, v, w) = f ist, begrenzt wird. Ich werde nun suchen die 
‚vier Functionen $(w, v, w), g,(u, v, w), e,(u, v, w), e,(u, v, w) so zu 
bestimmen, dass die Differentialgleichungen (1) durch diese Werthe von 
€, 7, C befriedigt werden, indem wir f(r +u, y 4- v, 2+ w) ganz 
beliebig lassen. 

Indem ich die beiden Transformationsformeln (A) und (B) anwende, 
bilde ich zuerst die Ausdrücke 





96 9» 07 OÙ oC 9 
Oy ox ez Oy ox z 
Ich finde 
DE — 99 _p [i 25 28) 
ES M e 2 II (a+ u, 1 v. Z + w)d 
oy =o ; MET f.) f ut dc Aer T HO 





=) | (55 — ee) qp a 


i2] 
n 
vo 
jS [uU 





oC NOE > ED, E, M s E 

=== | (v. S. e ss) fe + s y ov, z + w)do 

* (9€, 3 
Et P f(x + u, yov, z + w)do. 


. 
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Die zweiten Glieder auf der rechten Seite dieser Gleichungen verschwin- 


den, wenn ich setze 


(4) 











p DP MMC n c r ‘A re 
Ov ou ! Ow Ov 3 ou ow 


Diese Gleichungen werden erfüllt fiir 





9c 9 9c 
^ —— be , ¢ | ? , ©, — ve " 
4 Qu Nom Qv >. Ow 


wo c eine beliebige Function von w, v, w ist, welche später bestimmt 


werden soll. 


Ich setze nun ferner 


9c ad 9c 24 


h ; AVES 
OU, 9, Ww) == 
J i( Bu Qv-Qw dw Ov 


aa) ee ner 
ln 5) Aw Ow du dw 





9c ED} eo AD) 
h(w,v,w)——-———-—L-— 
a Nd ou Ov Ov Ou 





u D; f b,(u, v, w)f(r +u, y+v, 2 + ww) do 
= D; f g,(u, v, w)f(x +u, y + v, z + wdo 
c= D; f g.(u, v, w)f(r tu, y v, 2 + w)do. 


Dann ereiebt sich aus den Differentialeleichungen (1 
o D D 





PE _ 2 _ = ga9m 
at? _ Oy 92 
ay _ NT 
ot* 92 9x 
CREME CU MP RM pact 
91? 9x on, 
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Indem ich die Ausdriicke 


ANT OR | file ay ee p9 42 21 
oy 02 92 Ou . x oy 
in derselben Weise wie die von £, 7, € mit Hülfe der WEIERSTRASs’schen 
Transformationsformeln umforme, ae, ich: 
ac 3 n. | o0) Bl 
2*1 2 N 
G7 — pen o ) om 5 ze x 20. 4 v, 2 w) do 
oy 92 (: ts dv ? Ow, f( or y +v, 2+ w) 


^ (e ah, 2 0h, 
— Dp; | (c cn 52) AG: + u, ¥ + 0, 2 + uw) do 


226 — 290 "e 04 , 
a EA = | (e $5 re x) fe Lu, y dv, 2 + w)do 


t 


2 / 9 9d 2 9d 
— Di | (a UM of) Fe r+, y +v, 2+ w)do 


9 9 06 ^ (a, OO 9 o» 
p s zn | (3° La a^ d x) f dou, y dv, 2+ w)do 


Ov 


9 : 9d. 99d 
— Di | (1° — a) Ae dw, y dv, z + w)do. 


Die Gleichungen (1) werden, bei beliebig genommenen f(x + w, y 4- v, z J- w), 
befriedigt sein, wenn ich setze 


» OW) 94, ED ‘ 

ls i? 32 g c*d. 1x — bd p y 

Ov Ow 9, ow 1 
I ed € 

2 [UR a 2 €f TE ^ PD) eif e 

(6) aw ie 2 (7) 9n f aw ; ds u oe 
U h k 

p: 98 ei E bd QU NEN OP S ^ 

du 9v 72 Ou 1 2v las 
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bo 
Oo 
Q2 


Die Gleichungen (6) werden befriedigt, wenn ich setze 


/, [A 
h == x. 2d , h — Sd Ls , e. = — 
: a^ au 102 b° av : > 


co 





Die Gleichungen (5) und (7) werden dadurch zurückgeführt auf die 
folgenden zwei Gruppen von Gleichungen: 








9p 90 ay 90 1 o0 99 20 as A 2e 
9v dw Ow Oui” Ou Ov 9w wm … ou 
: 8 20 oe 20 oY DET ad ad ot 9d où ed 20 
(8) dw Ou Ou 9w  b° dv wu um dv 
9v 90 9990 1 04 04 90 = aha ^ 9g 
Qu Qv Ov Ou sc? Ow ou Qv ov ou aw’ 


welchen die 3 zu bestimmenden Functionen ¢, ¢, $ genügen müssen. 
Aus diesen Gleichungen ist es leicht, eine solche abzuleiten, in welcher 
die Function (wu, v, w) allein vorkommt. In der That, wenn man in 
die erste Gruppe der Gleichungen (8) für 96, 9€. 9? ihre Werthe aus 
ou Ov Ow 
der zweiten Gruppe einsetzt, so findet man, wenn man zur Abkürzung 











ED} où ED) 3 QNT 
——5, 4, =—, # =— setzt, die folgenden drei Gleichungen 
7 ou = 9v 3 ow o 
Ay : \ ob 20 od 
HE" ler gig. ST dd 
(= v2 Os ) ou TuS 9v "Mer ow 
99 , (1 c 2d 
Di 022 ur monct Qi le Qr Qu —— 
+ 0,0, + = #2 s) x + 9,0, 0 
ap 9d ET 5 :) ad 
9 9. — ou — J — &)—= = o. 
+ 45 Ou + 4,8, dv iE = 8 5; ow 
. . ne ; 95 oh ab x : 
Das sind lineare Gleichungen in +, —, =; damit dieselben be- 
= du Ov  9w 


friedigt werden kónnen, muss die Determinante 


DERI I, — IF; 9,8. 0, 4, 
I 2 9 
ps th ER 8,8, 
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verschwinden. Wenn man dieselbe ausrechnet, und zur Abkürzung 


E — e (B9 e eue (29) 4 a)’ 
(o (p? TE c?) SE: (c? Jd a?) (=) + (a* zE v) 


/ 


setzt, kommt man auf die folgende Differentialgleichung, welcher 4 ge- 


nügen muss: 
(9) 1—G4+ HF — o. 


Aber ein Integral von dieser Differentialgleichung kennen wir.  Be- 
zeichnet man mit A den Parameter einer Wellenfläche, d. h. diejenige 
Function von w, v, w, welche durch die Gleichung (2*) bestimmt wird, 
wenn man in derselben w, v, w an Stelle von x, y, z schreibt, so wird 
A der Differentialgleichung (9) genügen (siehe Lame: Lecons sur l'élasticité, 
pP. 301) d. h. die Integrale, welche die Werthe von &, 7, £ angeben, 
solen auf alle Punkte des Raumes erstreckt werden, welcher durch eine 
Wellenfläche mit dem Parameter A = ¢ begrenzt ist. 

Dieses Resultat war übrigens leicht vorauszusehen in Folge der phy- 
sikalischen Bedeutung der Wellenflüche. 

In der Abhandlung von Wetersrrass ist von der Fläche #(x, v, w) —t 
vorausgesetzt, dass sie die Eigenschaft hat, von jeder aus dem Nullpunkte 
ausgehenden graden Linie nur einmal getroffen zu werden. Für die Wellen- 
flache ist diese Bedingung offenbar nicht erfüllt, denn jede Grade schneidet 
einmal die innere, einmal die äussere Schaale. Deshalb ist es nothwendig 
die beiden Schaalen von einander zu trennen, und unsere Integrale auf 
diejenigen Punkte des Raumes zu erstrecken, welcher von einer derselben 
z. B. der àusseren begrenzt wird. 

Diese Trennung kann erzielt werden durch Einführung von neuen 
Coordinaten, welche uns das Mittel geben werden jede Schaale für sich 
darzustellen. 
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Diejenigen Coordinaten, welche für unseren Zweck am gecignetesten 
erscheinen, sind wohl diejenigen, welche von H. Weser (BDoncuanprs 
Journal, Bd. 34, p. 353 £) eingeführt sind. 

Die reellen Constanten a, 5, c seien nach ihrem absoluten Betrage 
geordnet a? 057 c; u, u, bedeuten zwei neue Veränderliche, und 
sn4,, cn», dn#, die elliptischen Functionen von Jaconr welche dem 


2 





; a? — i. o 
Modul k* =; sn»,, enw,, dnw, aber diejenigen welche dem Modul 
(157 — (nr 7 = y 


‘ Gi {ie ec: = nn 
[lm »: 7:— -. entsprechen. Unter der für a’, 0^, c* 
D = 


QC 


cemachten Voraus- 


eo 


setzung ist sowohl k* wie a” reell, positiv und — 1. Setzt man dann 


u = Ab snu, dn uw, 


(10) v = Àa enu, enu, 
w = Àa dnu, sn u,, 


so überzeugt man sich leicht, dass der Punkt, dessen Coordinaten ot, v, w 
sind, der Wellenflàche mit dem Parameter À angehören wird. Setzt man 
ferner 

1 1 


du, du, 


K= | 7 : N L= |— NT, nv 
Vl — uj(1 — ui) va — u3(1 — pui) 


0 0 














so wird man die ganze äussere Schaale dieser Wellenfläche und zwar 


jeden Punkt derselben nur einmal erhalten, wenn man w, alle reellen 


l 
Werthe zwischen — K und K und w, alle reellen Werthe zwischen — 2L 


und + 24 durchlaufen lässt. Ebenso, wenn man 


du 











ie rs [ du iG zi 


, 
JEN arr u) : 


Vi — u)X(r— pu) 
0 
und 


u = K— iw, 4, = L— im 


setzt, so erhält man alle die Punkte der inneren Schaale indem man w!; 
alle reellen Werthe zwischen — K, und + K, und vw; alle reellen Werthe 
zwischen — 2L, und + 2L, durchlaufen lässt. 
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Um alle diejenigen Punkte des Raumes zu erhalten, welche, sei es 
von der äusseren, sei es von der inneren Schaale der Wellenfläche mit 





dem Parameter À = £ begrenzt, sind, braucht man also nur in den obigen 


Formeln 4 zwischen © und dem bestimmten Werthe A — £, w, und w, 
aber zwischen den oben festgestellten Grenzen zu variiren. ~ 


Diese Coordinaten geben uns also das Mittel die verlangte Trennung 
der beiden Schaalen wirklich auszuführen. Aber darin besteht ihr ganzer 
Nutzen noch nicht. Wir werden sehen, dass auch die Integration der 
beiden Gruppen der Differentialgleichungen (8) mit deren Hülfe leicht 
zu erreichen ist. 

Zu diesem Zwecke wollen wir diese Gleichungen mit Hülfe der neuen 
Coordinaten transformiren. Wenn man 


__ Ou, cy, ou, dA 








ou, dA ou, OA 




















al = — — = 4 + 
Ov dw ow Ov il Qv Ow ow Ov 
pus ou, 94 Du, OA I du, al - du, OA 
Qw Qu Qu Ow' 1 Qw ou ew Ow 
prm oh AMIGA E. CL Uh NU 
ou dv Ov du 2 au dv av ou 


setzt, so sind die transformirten Gleichungen 








ed ed 20 oc oe I 04 
4l tiem none See 
1 2 t A a” Qu 
/ ed od 20 20 9c I 95 
Tal er ae er: bh = RI 
\ ) : ou, see ou, av” ou, nn ou, b? dv 
‚ac edo Qc , 00 ec I ed 

eeu == (ES eee SS 
U, ou, ow ou, ou, c" ow 


Aber die Grössen A, B, C, À, B, C, eenügen, wie man unmittelbar 
, , 1? 1? 1 o o ? 
* 


aus deren Definition sieht, den folgenden Gleichungen: 








À 9 À À 9À 9À 
A — — C= LL OÖ = B == C — — O0 
ou iS ov Wn ow A, ou SR ov n ow 
ou, ou, yOu, 0 4 OÙ, au, y Où, == 
Le a p eroe oc 
ou, ou, ou, ou Ou, ou 
A= CES SS de] Ges = 
; ou RE 9v ME dw A 1 ou + D, 9v i Ci ow d 
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wenn man mit A die Funetional-Determinante von w,, #,, A in Beziehung 
auf w, v, w bezeichnet, also 








R du, Qu, du 
== = , = = 
Ou Ov ow 









































ou ov ow 
Da nun 
ar 3 D o 22 
e EC ec eu, 5 ec du, LT cA 
ou ou, au u, du 94 Qu 
> à SA On 9 
2 m 20 du, E 9p au, 4i 9p OA 
ev OU, Ov au, 9v Of, dv 
. ec do du do du do 94 
E = € + € 2 aL 5 ee 
ow ou, ow Qu, Ow 9A ow 
= 2 
ist, SO ist 
à 2 2 9 
22 22 ‚co Me 
ea ay LENT eo 
Ou + dy As ew Ady, 
3 > 2 Sys 
A Se Se. C e ep 
INTRA ea N : 
1 Qu un 19p a L'on A3; 


Man erhält also aus den Gleichungen (11), wenn man jede derselben 
respective mit A, B, C, oder mit A,, B,, C, multiplicirt und addirt, 
die folgenden Gleichungen: 


0) 





2 2 32 h i T ed 
(A de up CURE (AA, + BB, - C6) 4 — A 


1 2 





ah x 5 ao, OD °c 
PRET, CC). (4B OI = Ag, 
(12) 














9 9 9 2 y2 8 2 2 2 Y 9c ed 

(a* 4? + 9? B* + eC ps + (a?AA, + BB, +c 00,) 55, —— A 

2 2 anf 2 2 49 RSP am oy d 
(a^ AA, + b? BB, + c’CC,) le (a? A? + Bi + c?C7) UE A 


1 


€ 


to 
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Aber wenn man die Coefficienten der Ableitungen von ¢ und von d in 
diesen Gleichungen, nach den bekannten Formeln für die Transformation 
der Coordinaten ausrechnet, so findet man, indem man die Bezeichnungen 

















V — 1 — k? sn?u, — p? sn?u, — (1 — k? — p^) sn? u, sn? uw, 
z Ik 7e or — Ihe ER) 
Um UR sn^w, — p^ Sn Us + Dem it, 
Rue = 
U, = 1 — k’sn’u, — E UNE uL Sen) sn’, 
. I (5 ) + 2 
einführt: 
BT 
re 
a*b 2°V 
4^ pru qr I I aia? d. grauis = 
2 a? b? 27? : ab? PV? 
2 4: 2 p2 2r PS 2 > $ nl 
a Ai pH OT corp ee E 
Da E (t UC 


AA, BB! ACC, = a AA, BB: CC 0 


Wenn man diese Werthe in die Gleichungen (12) einsetzt, so werden 2 
derselben mit einander identisch und sie reduciren sich auf die drei 
folgenden: 




















2d b ego 

So EP ri 

eu, eu, 
13) U SU Ge 
( ? V ou, b ou, 
aa 20 

jean ah aye” 
U, ou, ) OU, 


2 
t a a (UM B S E 
Diese letzteren konnen, da U, U, — — V? nicht identisch verschwindet, nur 
3/8 


gelöst werden, wenn man setzt: 














og ed 20 I ed 
= — O;, = = d 

3 E E à 

ou, on, eu, b ou, 
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Die allgemeinen Integrale dieser letzteren sind, wenn mit /, m, n 3 will- 
kürliche Constanten bezeichnet werden 


e —lu, + m 
ees Be 
d — — blu, + n. 


Für unseren Zweck genügt es irgend ein particulàres Integral dieser 
Differentialgleichungen zu kennen. Man kann also 


1 


M — n = O 
setzen. 

Wenn wir diesen Werth von c in die Ausdrücke von €, 7, ¢ ein- 
führen, erhalten wir also das folgende Resultat: 

Es sei w, die Function von x, v, w, welche durch die Gleichungen 
(10) bestimmt wird; f(r + w, y + v, 2+ w) cine willkürliche Function 
von «+u, y+v, z2+w; dw das Raum-Element; und bezeichnen wir 
mit | 

feu, v, w)do 


(t 


ein Integral, welches über alle Punkte desjenigen Raumes erstreckt wird, 
welcher durch eine sei es äussere, sei es innere Schaale der Weilenfläche 
mit dem Parameter A = ¢ begrenzt ist. 


Die Ausdrücke 











em | E fe tu, y+v,2+ w)do 
@ 

(14) =D, | = fe tu, y+v, z+ w)dw 
(b 

c | 5 f(x +u,y+v, z+w)do 


© 
stellen. ein System von Integralen der partiellen Differentialgleichungen 
(1) in allen denjenigen. Füllen dar, wo es erlaubt ist, die partielle Differen- 


tiation in Beziehung auf x, y, z unter dem Integralzeichen vorzunehmen. 
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Dieser letzte Punkt ist noch zu untersuchen. 

















. : Ou, OU, Ou, , 
Die 3 Functionen 22, —2, — haben die folgende Bedeutune: 
2 eu m’ ow o o 
ou, 1 b— c? 1 snu, sn u, ena, 
Quim DEG DENT V 
ou, I I enu, sn u, dn v, 
9v ak V 


dn wu, en u, dn wu, 


V ’ 
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~ 
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Le 

Ss 
ES 
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wobei V = 1 — k’sn’u, — p? sn? u, — (1 — K? — p?) sn? u, sn? u,. 
Sie haben einen bestimmten endlichen Werth für alle Werthe von 


4, und w,, für welche V von Null verschieden ist. Man überzeugt sich, 
dass für Werthe von «, und w, innerhalb der von uns bestimmten Gren- 


zen, dieser Ausdruck nur dann verschwinden kann, wenn gleichzeitig 


en u, = O, enu, = O 


ist. Die entsprechenden. Werthe von #, v, w sind dann die Coordinaten 
eines der vier singulären Punkte der betrachteten Wellenfläche. Inner- 
halb der Integrationsgrenzen verschwindet also V für alle die Punkte 
einer optischen Axe; man überzeugt sich aber leicht, dass die Integrale 
(14) nichts desto weniger einen bestimmten endlichen Werth behalten, da, 
wenn man dieselben in die neuen Coordinaten À, u,, w, transformirt, das 
haumelement dw die Gestalt erhalt 


a^bÀ* Vdddu, du, 
und folglich 


0—-X —2L 


12 EAS 
a LI b? = ct cM IE Y 
E — — q^ D, | | | Fg? Asna, snu, enu, f(x + u, y+v, 24 ic) dd, du, 
0 —X Run, 
2 K 9L ee. E. 
pem — ab D, | f fren u,snu, dnu,f(r + w, y +v, 2+ w)dadu,du, 
0—K —2?L 
t K 2L t. EN 
co: ab D À dn w, enu, dnu, f(x + u, y € v, 2 + w)dAdu,du 
> t : 1 2 BUN ay aS (o spell eae 
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Es würde offenbar nicht gestattet sein die Ableitungen von £, 2 
nach x, y, z ohne Weiteres durch Differentiation unter dem Integralzeichen 
aufzustellen, da die Ausdrücke, zu welchen man auf diese Weise gelangt, 
auch nach der Transformation in die neuen Coordinaten innerhalb der 
Grenzen der Integration unendlich werden. Aber nach einer Methode, welche 
mir von Herrn Werersrrass vorgeschlagen wurde, überzeugt man sich, dass 
diejenigen speciellen Combinationen der Ableitungen, welche in den Diffe- 
rentialeleichungen (1) vorkommen, doch durch Differentiation unter dem 
Integralzeichen gebildet werden können, wenn nur die willkürliche Fune- 
tion f(x +u, y J- v, 2+ w) den folgenden Bedingungen unterworfen 
wird: 1° Sie ist in dem betrachteten Raume überall eindeutig, endlich 
und stetig; 2°. Sie besitzt Ableitungen nach x, y und z, welche in dem 
betrachteten Raume überall endlich sind. 

Dies wird auf folgende Weise gezeigt. 

Man denke sich um den Nullpunkt eine kleine Kugel und auf der 
begrenzenden Wellenfläche um jeden der 4 singulären Punkte eine kleine 
geschlossene linie Z beschrieben. Alsdann construire man vier Kegel, 
welche den Nullpunkt zum Scheitel und je eine der vier Linien Z zur 
Directrice haben. Mit 7 müge der ursprüngliche Raum bezeichnet werden 
und mit 7" derjenige, welcher aus ihm durch Auscheidung der kleinen 
Kugel und der vier genannten Kegel hervorgeht. In dem Raume 7" hát 








s ; au, Qu, Qu, . : 
dann jede der Functionen 547 m’ dp nebst sämmitlichen Ableitungen 


einen bestimmten endlichen Werth. Nun muss untersucht werden, wie 
die Formeln des Herrn Wetersrrass sich in dem Raume 7” gestalten. 
Die Gleichung 


F(u, v, w)da, 





D, f F(u, v, w)deo = 








làsst sich jetzt ohne Weiteres anwenden. Die Gleichung 


2 


à 
3 








Fu, v, w)do, 
2 


D, f D, F(w, v, udo Fa » | = cud 
VG 


4 
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ferner bleibt gültig, wenn wir die Integration rechts auf die ganze Be- 


[uU 


grenzung des Raumes 7" erstrecken d. h.: 1° über die àussere Schaale 
der begrenzenden Wellenfläche mit Ausnahme der vier ausgeschnittenen 
Linien L; 2° über die Mantel der vier Kegel, so weit sie nicht innerhalb 
der kleinen Kugel liegen; 3° über die Oberfläche der Kugel, so weit sie 
nicht innerhalb der vier Kegel liegt. Bei jeder dieser Integrationen be- 
zeichnet der Ausdruck 











ly NC icy ANI en 
V (x) e (5) = I 
den Cosinus desjenigen Winkels, welchen dié* nach Aussen gerichtete 
Normale mit der w-Axe bildet. Bezeichnet man diese Grösse mit U, so 


hat man also 


Jp. F(u, v, w)do = [UF (u, v, w)da, Hf U, Fu, v, w)de, 


(22) 


+ [U FW, v, w)do', 


wo do, ein Element der Oberfläche der Kugel und do’ ein Element der 
Oberfläche eines der Kegel bedeutet. Ferner 


a^ oy = 
D,fD,F(u, v, w)do = D | ? Fu, v, w)do + DE ( U'F(w, v, w)do 


f Ou 
(7) c 


(da das über die Kugel genommene Integral von ¢ unabhingig ist). 


Bezeichnet man mit x, y, die Coordinaten eines Punktes einer 


8 
der ausgeschnittenen Linien auf der Fläche  — 1, so kann man bei der 
letzten Integration auf der rechten Seite der obigen Gleichung 


y um f 4 — a 
y = iy, w = tz, 


setzen; dann hat man 


U'do' = t(y,dz, — 2,dy,) 
und 
D, f U'F(w, v', w)de' = tf Fw, v', W)(y,dz, — 2, dy,), 


(L) 
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wo die Integration über die genannte Linie erstreckt ist. Ist also 


F(a, y, = D, f 9 (u, v, w)f(u + x, v + y, w + z)do, 


(1") 
so Ist 
=, re ar ; jo E 
DEH (a, Y, 2) = D, | GRR EU du, 
(m) 


= D, f D, [d (wu, v, w)f(u + m, v + y, w+ 2)]do — D, | fe u, y +r, 2+wu\do 


(7) x 
A. 
= Di (S be, vs fi +2, vty, w+ odo 
(T) 
ed 
— D, f'f(u +arvu+ty, wt 2)5 do 


(7) 
+ effiu +2,0+Yy, w + 2)d(u, v, w)(y,dz, — z,dy,). 
(2) 


Nun bilde man nach dieser Formel die Ausdrücke D,7 — D, 


(im Raume 7”); dann findet man 


WIS tb Nie 








(25) Diy Die -—-D; * (Pity Au, 94) f(u + x, o + as, wt z)do 
2d Us : ov ow = dw 9v) = dn x 

t 

(1’) 


Me > [re +a,v0+y, wt 2) 


Nun muss man aber bemerken, dass «, eine homogene Function von der 


é . ^ A Ou, Ou, du, . 
o*" Dimension in u, ?, w ist; Eo T, Sp sind also homogene Func- 
1 ev 
& 





ou, ou ^ 
a (a, dy, — y,dv,) — m (z, dx, — a da). 





tionen der (— ry** Dimension. 
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Folelich: 











à B 
CU, n 1 €t, en, le 
^ => ^ ? n ^ 
ev ey ow ez, 
2 





3 2 
t = (x, dy, — y,dx,) — ^: (z, dr, — x, dz ) 


A 121 
ou Ou, , 
esM c Tis eb uM. is e CEN ERI PNIS 
x (a, dy, — y,dx,) 55. (z, dx, T, dz,) 
> ^ A EN 
cu cu cu cu 
— 7 (== di eL LE == zoe. 
1\ dy, 4, T a, 1 | 98 ey, +2 ez, ) 1 


ten 


Aber, weil 4, eine homogene Function der o'* Dimension ist, also 











eu ou ou 
© — y. £ — = O, 
Dor + th ey, T5 oz, 
ist der obige Ausdruck gleich 
(Ou, eu, ou, \ 
©, las dr, 4- By, ^ + 2a, dz, ) = c du,. 
Es ist also 
; À [s ou, oA Qu, o/ 
(153) D, — D,C — D, a ir; fe + u, yd v. 24 w)do 
T2 
— X fx, fu +a,v+y. wt z)du,. 
(2) 


Nun ist aber 


fef + u, y + v, 2 + w)du, —falz,fiz +u,y+tv, z2+w)u,} 


(2) (Z) 


— fud la, f (x Hu, y +0, z + w) 


(4) 


Da die Linie Z eine geschlossene ist, und da sowohl x,f(x+u, y+v, 2+w), 
wie auch g,z,f(r + w, y + v, 2+ w) auf dem durch dieselbe begrenzten 
Theile der Flàche überall endlich und stetig bleiben, so ist das erste der 
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beiden, auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden, Integrale gleich 
Null. Das zweite kann aber auch, wenn die Linie Z nach und nach 
verkleinert wird, nur einen beliebig kleinen Beitrag liefern. 

Ferner ist aber 





Qu, A Qu, 22 b ou, 
Ov ow aw ov a’ ou 
und der Ausdruck 
ou 
— do 
Cu 


ist endlich und bestimmt in jedem Punkte der Wellenfläche. Die rechte 
Seite der Gleichung (154) behält also einen bestimmten endlichen Werth 
wie klein man auch die Linie Z annehmen mag. Bei dem lim L = o, 
wird jedes der Linien-Integrale unendlich klein, und man erhält 


a 
c 


(15) & = a'(D,C— D,z) = — 5 | E (wu + v, v y, w + z)do. 


(T) 


Nun ist aber w, eine Function ganz von derselben Beschaffenheit wie w,; 
dasselbe Raisonnement kann auf diese neuen Integrale übergetragen werden, 
und man überzeugt sich ganz in derselben Weise, dass die Ausdrücke 


D,G — D, 


yo 


, ete. 


dadurch gebildet werden kónnen, dass man unter dem Integralzeichen 
differentiirt und dann die Werersrrass’schen Transformationsformeln an- 
wendet. 

Wir sind also zu dem folgenden Resultate gekommen. Bestimmt 
man die 3 Grössen À, #,, a, als Functionen der rechtwinkligen Coordinaten 
eines Punktes im Rauime, dadurch dass man 


u = bisnu, dnu,, 


= 


(16) v= aÀCNU, enu, , 


w — aA dn u, sn u, 


296 Sophie I&owalevski. 


setzt, so hat man 

















eu, I —k sn. sn u, Cn ar, 
eu bÀ V 
Q Xa 97. Sin qm 
(16 Ou. I en, Sn o, dn u, 
(161) Le 1 
ev as V 
A) ee 7 
Ou, I dn, cn vu, dn u, 
ow a) V. 
RE N arg / Ad, eig Ia ED 
V = 1— k'sn'u, — p^sn*u, — (1 — K pp) en? u, . sn* a. 


Setzt man dann, mit x, y, 2 drei reelle Grössen, und mit f(x + w, y + v, 2+w) 
eine den oben auseinandergesetzten Bedingungen der Endlichkeit und Stetig- 
keit genügende, sonst aber beliebige Function bezeichnend, 





xa 


ED), y. x fe + wu, y + v, 2+ w)do 


€ 


(17) 7 — D, | set +u,y+r,2+ w)do 





fl D | Ll f(r 4 wu, y v, z + w)do, 


cw 


wobei man die Integration auf der linken Seite auf alle die Punkte des 
Raumes erstreckt, welcher durch die äussere, (respective durch die innere) 
Schaale einer Wellenfläche mit dem Parameter A— begrenzt ist, so 
stellen die so definirten Grössen £, 7, € Functionen von x, y, 2, ¢ dar, 
welche für alle endlichen reellen Werthe dieser Veränderlichen einen be- 
stimmten endlichen Werth besitzen und den partiellen Differentialglei- 


chungen (1) genügen. Wenn man in den Gleichungen (17) das Raumelement 
Ow, OU 


Qu? ay 


De CL inue 


? o 








dw in den Coordinaten A, w,, w, ausdrückt, und für 


Werthe aus den Gleichungen (164) einsetzt, so erhält man die Grössen &, 5, ¢ 
unter der folgenden Form: 
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2L 
[p [he = = 
— En u, snu, cnu,f(x + u, y + v, 2+ w)du, du, 


E 


K 9L 


1 HE” 
»-—í je u, snu, dnu,f(v +u, y + v, 2 + w)du, du, 


I = == | 
Ê= Ji u, cnu, dnu,f(x + w, y + v, z + w)du,du, 


—K —2L 


in welchen Formeln man für die in f(x + uw, y + v, 2 + w) auftretenden 
Grössen u, v, w ihre Werthe aus den Gleichungen (16) einsetzen muss. 
Nun handelt es sich darüm die Anfangswerthe der so definirten 
Grössen &, 7, €, d. h. ihre Werthe für £— o zu ermitteln. 
Zu diesem Zwecke werde ich diese Grössen £, 7, C noch unter einer 
anderen Form darstellen. Es ist: 














I du, du, oA Ou, 92 

- b ow ow dv dv ow 

I Qu, Ou, OA Ou, OA 

; b ov Qu ow ow ou 
I Ou ou, 22 Ou, OA 

bdw Mm du aw dv 


Indém wir von der Transformationsformel (B), welche man auch unter 
der Form 


24 
D, fete v, w) = f(x Lu, y +v, 2 + w)do 





" f(x aL 4 oo : 
- few à D f(x +u, — sp + fee +u,yte, 2 + w)de 
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schreiben kann, Gebrauch machen, erhalten wir: 


2 
IT D. | + 
Sr ^ 

c 


Qu, a Ou, OA 
— — in, f (5 — 4 =) f(x d wu, y E v, à + w)do 


fe tu, y+v, 24 w)do 











Ow dv ov 








Ou, Of (a » 5 y du, 9f( j ) 
- |= f(a+u, yr, EE u Of(e dp Ww, y+, + | qo 


ow oy 9v oz 


7 — D, f % re +u, y +0, 2+ w)do 





(18 e bD Ou, OA Ou, 94 f(x ay hye og EE w)dw 
8) P ONG LE les ow Ow du Me à |J Ax 





ow x 


X 


oz 


"Tau Sf(e +u, y+v, 2 +w) ou, df(a+u, y -E v, z+w) 
E | E | AL Iz 





un 


du 
— pf = f(x ea] spy gp w)do 


Ou, 2 ou, 27 
— — bp, nr = x) f(x tu, y+v,2+ w) do 








E Ou, 9f(z 4p uw, y+v, 2+w) ou, (x +u, y 4- v, z +w) 
— — b : — — : do. 
2m An ou oy 
.Um aber auch in diesem Falle Doppel-Integrale statt dreifacher zu 
erhalten, wollen wir statt £, 7, € die Derivirten dieser neuen Ausdrücken 
nach ¢ nehmen, welche natürlich auch ein System von Lösungen bilden. 
Wir setzen also 





D? | os f(v + wu, y + v, 2+ w)do 


ou 
(19) ; 

Ou, df(æ Umm À = eu, Of (a ha ee 
».[| u, (we + u, ) __ du, f(x se | d 


ow oy dv oz 





| 
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1 'e 
Ef ee or Ae : 
7——Y D, | 3, fa +u, y d v, z + w)do 
Ts ^£, ^ ^r = 
D I [eu, f@+u,*...) Ou, f(x +u, ...) 
— UN ON E rer ws er eed (i 17, 
ou % ow Em 
(19) 
= I 2 "ou, ^ > 
?=-—;D:| 30 f(x +u, y v, z + w)do 
"ra Sf(y + u ) eu, of(@ + u ) 
=D, | u al] do. 
S cp ce CU cy 
Aus den Gleichungen (16) ergeben sich die folgenden Werthe fir 
Où, OU, OU, 
Ou? m’ ow 
eu, I cen u, dn v, dn w, Ls 
du — bà V Y 
du, I sno, dn w, enw, 5 
d aÀ i afe FA 
Ou, I — psn wu, Cn u, sn TE MS 
ow — aA 4 a 


Indem man in den Integralen auf der rechten Seite der Gleichungen (19) 
das Raumelement dw in den neuen Coordinaten ausdriickt, und die In- 
tegration auf alle Punkte der äusseren Wellenfläche ausdehnt, findet 


man also: 


K 9L à 
ef fees 
IT — 
Fae YF 
(20) | [ [7 2888 
En 
KE 3L 


ofa + u, 


ytu, z+w) 


ke ef(z == U, 


y+tv,2z+w) 





ey 


| du, du, 


= 
ez 











So ec we, aged cc oto. — du, du 
E? 3 ex re 
y v. z+w) Pr y, efie T wu, yt, + dud. 
exc 


gu 
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In diesen Formeln muss man für w, v, w ihre Werthe aus den 
Gleichungen (16) einsetzen. 

Man überzeugt sich leicht (durch àhnliche Betrachtungen wie die- 
jenigen, welche in der Abhandlung von WzrEnsTRASS vorkommen), dass die 
durch diese Formeln dargestellten Werthe von €, z, C wngrade Functionen 
von ¢ sind. Um den Coefficienten von / zu erhalten, muss man in der 
unter dem Integralzeichen vorkommenden Funktion f(x + w, y + v, 2 + w), 
t— 0, folglich auch # — 0, v — o, w — o setzen. Bezeichnet man diesen 
y 


>» Z,, und setzt man 


Coefficienten in £, y, € respective mit X, 
» 43 0? 


K 2L K 9L 
I sc) uf V,du, du, — f(x, y, 2) f JV, du, du, 
SE ye OVA 
K 2L K 26 
7 : E 73 2 ; " [eire 
E Ao) if JV, du, du, — f(a, y, 2) if | V du, du, 
KL —K —2L 
K 2 K 9L 
= à xS 7 2 » 
Zion op c) if [V,du,du, — f(x, y, 2) jJ: V du, du,. 
—K —2L —K —2L 
Nun ist aber 
K 9L I K 2L ae Ar 
7 rl ELLO 
f y V du, du, = 5 fon u, dn wu, du, fan u,du, = 5 
—K —2L —K —2L 
K 2L K 2L — 
f i V,du, du, = | sn «t dn wu, du, y en u,du, = Oo 
LU YA — e —2L 
K 9L ‘ K 2L . 
ii f V,du, du, = | sn 4, en #, du, fon u,du, = o. 
—K —2L —K —2L 


Es werden also die durch die Formeln (20) dargestellen Werthe von 
£, 7, £ Integrale der partiellen Differentialgleichungen (1) sein, welche 
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die folgenden Eigenschaften haben: für £— o sind ihre Werthe sämmtlich 





À . aa ty) els : . 2 
— o, während die Anfangswerthe von E ae s respective gleich sind: 
eb et e zi 
A 4ref(w, y, 2) 4rof(w, y, 2) 
4 b 97 : b oy 2 


wo f(x, y, 2) eine willkürliche Function von x, y, z ist. Diese Werthe von 
€, 7, € sind dadurch erhalten, dass wir die Integration über die äussere 
Schaale der Wellenfläche erstreckt haben. Wenn man nun aus ähnlichen 
Formeln ausgeht, welche aber über die innere Schaale der Wellenfläche 
erstreckt werden, und in welchen statt f(x + u, ...) eine andere will- 
kürliche Function F(x + u, ...) vorkommt, so kommt man zu Werthen 
von €, 7, ¢ welche auch Integrale der Gleichungen (1) darstellen und 
so beschaffen sind, dass sie für /— o sämmtlich verschwinden, während 


T 








: dE ey e 2 
die Werthe von (= Ze =) respective 
lar > (ar), lar M 
4nz9P(v, y, 2) ATÔF (x, y, 2) 6) 
— ; ; © 
b oy b dx 


sind. Durch Combination von diesen beiden Systemen von Werthen für 
&, 7, € kommt man zu einem System von Integralen der vorgelegten 
Differentialgleichungen, welche die Eigenschaft haben, dass für to 





S em. 7=0, OR 
(S er ar ofle, y; 4) 
E / (9 b oy 
27 2 EE y; 2) + oF (x, y; 21 
E TIUS ox Oz 
2€ E RA An OF (a, LE 2) 
o e b dy 


ist. Die Functionen £, 7, € sind der Bedingung unterworfen worden, 
dass ihre Anfangswerthe den Gleichungen 





OF e ec AN SANE 9 /% d /o€ 
A y cé c cc (2) © cé 
+ + = @ € = (= JE (ZE JE = (= = 
à und 3 Ge). ay \&, suum don 9 
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genügen. Man kann aber bekanntlich, wenn ¢,, ¢,, c, irgend 3 Func- 
tionen von z, y, z sind, unter welchen die Relation 





2 3 3 
eo eo, 995 
ox on Pig og Wm x 


2y 
besteht, immer zwei Functionen f(x, y, 2), F(x, y, z) finden, so dass 


of(w, y, 2) 





Oat a: 





9F(r, y, 2) 





VULT EINE 


oy 


ist. Die betrachteten Werthe von £, 7, € stellen also die allgemeinsten 
Integrale der Differentialgleichungen (1) dar, welche zu gleicher Zeit un- 
grade Functionen von t sind. 

Nimmt man nun von diesen Werthen von £, 7, € die ersten Ab- 
leitungen nach /, so kommt man zu einem Systeme von Integralen, welche 
grade Functionen von / sind. Die Combination der beiden Systeme mit 
einander liefert also das allgemeine System von Integralen der Differen- 
tialgleichungen (1), welche nur der Bedingung 


unterworfen sind. 

Hiermit ist also diejenige Aufgabe, die ich mir gestellt habe, voll- 
ständig gelóst. Nun werde ich aber noch Folgendes bemerken. 

Die partiellen Differentialgleichungen (1) sind von Lames unter der 
Voraussetzung, dass die Verrückungen £, 7, € der Gleichung 


= 
ea 
5 


Be dy 
=: A 
Is 





N 
d an Ed. 


genügen, aufgestellt worden. Wenn man diese Voraussetzung fallen lasst, 
sc kommt man, wie es KIRCHHOFF in seinen Vorlesungen über Mechanik 
gezeigt hat, zu einem Systeme von Differentialgleichungen, welches sich 
von dem Systeme (1) nur dadurch unterscheidet, dass auf der rechten 
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Seite jeder Gleichung respective das Glied —, ane eS multiplicirt mit 
ca c 


einer Constante hinzutritt. 

Es ist nun leicht, auch von diesem Systeme von Differentialgleichungen 
das allgemeine Integralsystem aufzustellen. 

Es sei in der That £, y, € ein System von Integralen desselben, so 
setze man 





= ou 

S Eie: 
ou 

ai! 





TE + ¢. 


Bestimmt man nun die Function w vermittelst der Gleichung 


UN 








2 
c 
| Q 
c 


a 


oder, wie ich zur Abkürzung schreiben werde 
(21) Awu — 60 —0, 


so bilden £, 7, € ein System von Integralen der Gleichung (1), für welche 
die Relation 





statt findet. Dieselben sind also durch die oben aufgestellten Formeln 
darstellbar. Was nun die Function » betrifft, so muss dieselbe ausser der 
Gleichung (21) noch den folgenden Gleichungen 


D,(D; — A)u =o 
D,(D? — A)u — o 
D(D? — A)u =o 


genügen. Es ist aber auf folgende Weise móglich diese Gleichungen 
gleichzeitig zu befriedigen. 
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Man bestimme zwei Functionen w, und «, von x, y, 2 aus den beiden 


Differentialgleichungen 


SY 


d 
Au, = ar) 


Wenn man dann für « diejenige Lósung der Differentialgleichung 
(Di — A)u =o 
nimmt, welche durch die Bedingungen 


Oa =e und (m) rd 


dt t—0 1 

bestimmt ist, so wird auch Aw eine Lósung der Differentialgleichung 
(Di — A)g — o 

sein, und zwar sind die Werthe von Aw und ihrer Ableitung nach ¢ für 

t— o gleich Aw, respective Aw,. Sie stimmen also mit den Anfangs- 

werthen von 0 und ae überein. Da nun @ derselben Differentialgleichung 


di 
genügt, so ist mithin für alle Werthe von ¢ 


Au = 6. 


u genügt also den erforderlichen Bedingungen. 


- 





ENTWICKLUNG DER. WURZELN 
EINER ALGEBRAISCHEN GLEICHUNG 
IN SUMMEN VON RATIONALEN FUNCTIONEN 
DER COEFFICIENTEN 
VON 


C. RUNGE 


in BERLIN. 


Nach einem von Dantex BERNOULLI angegebenem Verfahren wird 
die dem absoluten Betrage nach kleinste Wurzel einer algebraischen 
Gleichung auf folgende Weise aus den Coefficienten berechnet. 

Sei s, die Summe der (— »)** Potenzen der Wurzeln, also eine ra- 
tionale Function der Coefficienten, so nàhert sich der Quotient s, , divi- 
dirt durch s, mit wachsendem n der dem absoluten Betrage nach klein- 
sten Wurzel, wenn eine solche existirt. 

Diese Methode ist im Folgenden verwendet, um auch bei varrabeln 
Coefficienten die Wurzeln darzustellen. Sie ergeben sich als unendliche 
Summen von rationalen Functionen derselben. Die Gesammtheit der 
Werthsysteme der Coefficienten, für welche die Convergenz dieser Sum- 
men aufhórt, besteht aus Theilen eines algebraischen Gebildes von einer 
um wenigstens eine Einheit niedrigeren Stufe als das Gebiet der Coeffi- 
cienten, sei es nun, dass man sie als unabhängige Variable betrachtet, oder 
dass man ihnen irgend welche Beschränkung auferlegt. Seien z,, 7,,..., v, 
die Wurzeln, wie sie durch die x Ausdrücke dargestellt sind. . Nähert 
man sich einem Punkte der Convergenzgrenze, so gehen z,, x,, ..., t, 
in die Wurzeln, welche diesem Punkte entsprechen, über. Nähert man 
sich demselben Punkte auf einem anderen Wege, so ist nicht gesagt, dass 
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T. Ly,-++, 2, in derselben Reihenfolge wie vorhin in die Wurzeln dieses 
Punktes übergehn. Mit andern Worten beim Uberschreiten der Grenze 


können z,, $,, ..., x, Spriinge machen. Will man den steticen Verlauf 
1? 2 ’ n I o oO 


der Wurzeln verfolgen, so muss man beim Uberschreiten der Grenze auf 


a ., r, eine gewisse Substitution anwenden. Die Convergenzgrenze 


n 


p At 
zerfällt in eine endliche Anzahl von Theilen. Jedem Theile entspricht 
eine gewisse Substitution. Um den Zusammenhang der Wurzeln für die 
Endpunkte eines vorgelesten Weges im Gebiete der Coefficienten zu er- 
kennen, braucht man nur die Durchschnittspunkte des Weges mit der 


2? 


Convergenzgrenze aufzusuchen. 

Für den Fall, dass die Coefficienten als rationale Functionen eines 
Parameters aufgefasst werden, besteht unsre Convergenzgrenze aus Stücken 
algebraischer Curven, welche in der complexen Ebene des Parameters 
liegen. Diese geben, nachdem festgestellt ist, welche Substitution jedem 
Theile entspricht, die vollständige Einsicht in den Zusammenhang der 
Wurzeln für die Endpunkte eines in der Ebene des Parameters vorge- 
legten Weges. Sie erlauben ohne Weiteres die Rremann’sche Fläche der 
Gleichung zu construiren. 

Man bemerke indessen, dass umgekehrt die Ripmany’sche Fläche nicht 
dieselbe Einsicht in den Zusammenhang der Wurzeln gewährt. Sie dient 
nur dazu die Vertauschungen der Wurzeln für geschlossene Wege erken- 
nen zu lassen, ohne dass man die Wurzel, welche einem bestimmten Punkte 
der Rremaxwschen Fläche entspricht, numerisch anzugeben im Stande ist. 

Aus 


fr) = (s à) (e m). (e = a) 


folet dureh logarithmische Differenziation 


if 2) td TE I TN + foh 


Fey) A D — %, DC 











Wenn jetzt z von cz,, 7,,..., x, verschieden ist, so lassen sich beide 
Seiten dieser Gleichung nach positiven Potenzen von (x — z) entwickeln 
und man erhilt durch Vergleichung der Coefficienten 


f(x) | 


2 


= — (x, — a)? es 1 (v1; rn) 
y 
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Die linke Seite ist eine rationale ganzzahlige Function von z und 
den Coefficienten von f(x), also wird auch der Quotient 
Ze — y^ 


(ay tun eim 


I iR by 


eine rationale Function von 2 und den Coefficienten von f(x), welche mit 
R,(z) bezeichnet werden möge 





Wenn z der Wurzel x, näher liegt als allen übrigen, so nähert sich 
R,(2) mit wachsendem A der Grösse zr, — 2. In der That bezeichnet man 
den gróssten der absoluten Beträge von 


mit e, wo also ¢<1 ist, so ist der absolute Betrag von R,(2) — (x, — 2) 
kleiner als 





( 2(n — 1)e^ 
eco ee 
1 I — (n — 1)e^*! 
vorausgesetzt, dass (n — 1)g'^ — 1, was bei hinreichend grossem A sicher 
zutrifft. 
Denke ich mir nun unter den Grössen 2, r,, r,,..., x, nicht mehr 


bestimmte Werthe, sondern Variable und betrachte die Umgebung einer 
Stelle (z, x, x,,..., 2,), für welche die absoluten Beträge von 
H 1? 2? 2 nj? e 


a — 2 m 
LEO osx SS 
a — 2 Un — à 


kleiner als 1 sind, so wird, wenn die Umgebung hinreichend klein ge- 
wählt ist, die obere Grenze der absoluten Beträge dieser Ausdrücke für 
alle Stellen im Innern der Umgebung kleiner als 1 sein. Bezeichnen wir 
dieselbe mit e, so wird der absolute Betrag von R,(z) — (x, — 2) für alle 
Stellen der Umgebung kleiner sein als : 


2(n — I) 
(a, 2) EST Der 
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Man kann daher einen Werth von À finden, so gross, dass z+ R,(2) 


für alle Stellen der Umgebung die Wurzel x, mit vorgeschriebener (xe- 


nauigkeit darstellt. Oder mit andern Worten: In der Umgebung einer 
jeden Stelle (z, æ,, c,,..., v,), für welche x, der Grösse z näher liegt als 
die übrigen Wurzeln, convergirt der Ausdruck 


z+ lim &,(2) 


À= 


gleichmässig und ist gleich x,. Jeden solchen Grenzausdruck kann man 


auch in Form einer Summe schreiben: 


gcE Rh, R,) 4 (fi, R,) +... 





Das ist nur eine andre Schreibweise, denn eine unendliche Summe 
bedeutet nichts Anderes als die Grenze, der sich die Summe der ersten A 
Glieder mit wachsendem A nähert. 

Da f,(z) eine symmetrische Function von z,, 
.z,) im Innern des Bereiches der gleichmässigen 


Dis < «5 Da Ist, BO ERE 


jede Stelle (2, z,, 2, .. 


Convergenz, für welche eine der Grössen x,, 7,,..., v, der Grösse z näher 


= 
liegt als alle übrigen, und nur solche Stellen könnten der Grenze des 
Bereiches angehören, für welche zwei oder mehrere der Grössen #,,2,, ..., $,, 
welche der Grósse z nüher liegen als die übrigen, gleich weit von z ent- 


N 


fernt sind. Man kann nun zeigen, dass diese Stellen auf der Grenze des 
Bereichs liegen müssen. Denn sei z. B. 


le, — 2] = |x, — 2]=.:.= | - 2 <Îr, 2] eum 


so kann ich durch eine beliebig kleine Änderung 9 von «x, allein be- 
wirken, dass z, + 9 der Stelle 2 näher liegt als alle übrigen Wurzeln. 
Dann wird 
2 + lim &,(z) 


A= 


N 


convergiren und gleich x, + à sein. 
Lasse ich nun die Anderung von z, kleiner und kleiner werden, jedoch 
so, dass |x, + 9— 2| beständig kleiner bleibt als |x, — 2|, ..., |y, — 2], so bleibt 


2+ lim R,(z) 


A= 
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convergent und nähert sich mehr und mehr dem Werthe x Dasselbe 


- 
silts vong vs. 2. ms leh) könnte mich” der. Stelle: 25; .95,:, $, auch in 


der Weise nähern, dass der Werth von 


3 + lim R,(2) 


A=D 


sich dem Werthe x, mehr und mehr näherte, oder einem der Werthe 


t. sind nun die Werthe ©, x 


1) %y) +++, €, nicht alle einander gleich, 


ors ds 
so ist mithin 
z+ lim R,(2) 
=m 
an der Stelle (x,, z,,..., x,) unstetig. An einer solchen Stelle hört 
daher die gleichmdssige Convergenz auf. Ob damit zugleich die Con- 


vergenz aufhórt, mag dahin gestellt bleiben. 





Wenn ferner,g, — $, —...— z, ist, so liegen in. jeder Nähe Stellen 
(ai, -.., 2, wofür x, ..., x, der Stelle z gleich nahe liegen, aber nicht 


simmtlich einander gleich sind, welche mithin der Convergenzgrenze an- 


gehören. Das wäre nicht möglich, wenn (x 


a dq) me Innern des 


nj 
Bereichs der gleichmässigen Convergenz läge. 
Es convergirt jedoch 
z+ lim À,(2) 


A=q 


(wenn auch nicht gleichmässig) und stellt den gemeinsamen Werth von 


oO 


a 


Denn es ist 


SUP... m: dar: 





Y= Oe. Ne) 








Wenn daher 





dic AU (vm a1, . 5 n) 
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so folgt 
2(n — a)z^ 
z+ R,(z)— x ——À— — 
| T a Al & — (n — a)e^ 
(sobald a > (n — a)e^*?) 

Die .rechte Seite wird mit wachsendem 4 beliebig klein und zwar 
um so rascher je grösser à ist. 

Betrachtet man z+ R,(z) nicht mehr als Function von #,, #,,...,4,, 
sondern als Function der Coefficienten von f(x), die wir mit X, X,,..., X, 
bezeichnen wollen, so wird der Bereich der gleichmässigen Convergenz von 
allen denjenigen Stellen (X,, X,, ..., X, 


n 


) gebildet werden, für welche 
eine der Wurzeln von f(x) z näher liegt als alle übrigen. 

Ich behaupte, dass bei einem festen Werthe von z dieser Bereich in 
dem 2n-fach ausgedehnten Gebiete der Grössen X,, X,, ..., X, ein zu- 
sammenhängender ist, dergestalt, dass man von jeder Stelle desselben auf 
stetigem Wege zu jeder anderen gelangen kann, ohne den Bereich zu ver- 
lassen. Ich nenne die Wurzeln des einen Coefficientensystems 


geordnet nach ihrer Entfernung von z, so dass 
fa, 3 z| E |x, A 2| Ss |; — 2| = D Le, == 2| 


und ebenso die des anderen 


er n" v 
Ri 1° 4 


Ds es Une 


Man betrachte zuvörderst x, und x/, und führe die von z weiter 
entfernte in die andere über, ohne diese Entfernung unterwegs zu ver- 
grössern. Ebenso verfahre man nun nach der Reihe mit x, und 2, mit 
x, und z;, u. s. f. Dadurch ist ein stetiger Übergang von (x,, z,, ..., %,) 


, 


und (rj, z;, ..., #,) zu einer dritten Stelle und daher auch ein solcher 


my 
zwischen den beiden Stellen hergestellt, bei welchem die Anordnung der 
Grössen nach ihrer Entfernung. von z stets dieselbe bleibt. Da nun jedem 
, ein stetiger Weg 
im Gebiete der Grössen X,, X,, ..., X, entspricht, so ist auch hier der 


Übergang bewerkstellist. Das gilt auch noch für den Bereich aller 


stetigen Wege im Gebiete der Grössen z,, r,, ..., æ 
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Stellen" (X,, X,, ..., X,) für welche alle Wurzeln verschiedene Ent- 
fernung von z besitzen, wie aus dem Obigen unmittelbar hervorgeht. Die 
hierbei ausgeschlossenen Stellen enthalten unter sich natürlich auch alle 
diejenigen, wofür keine Wurzel der Stelle z nàher liegt als die übrigen. 
Wir werden ihre Gesammtheit jetzt nàher betrachten. 
Man kann an die Stelle der Gleichung |x, — 2| — |x, — 2| auch die 
Forderung setzen, dass 


unendlich oder rein imäginär sei. Denn bei festem Werthe von z und 
endlichen Werthen von #,, x, (und auf solche allein kommt es hier an) 


y 


ist der Ausdruck nur unendlich für #,—#,; sein reeller Theil ist aber, 


wenn 


Li — 2 —W, + Vi, q,— 2—=u + v 


esetzt wird, gleich: 


o 
e 


(25, - uy)” ar (Gi == 1) 


Diejenigen Stellen (X,, X,, ..., X,) wofür zwei oder mehr Wur- 
zeln von f(x) gleiche Entfernung von z haben, bestehen also erstens aus 
denjenigen, wofür zwei oder mehr Wurzeln einander gleich sind, d. h. 
wofür die Discriminante verschwindet, zweitens aus denjenigen Stellen, 


wofür eine der Gróssen 





rein imaginàr oder, was dasselbe ist, wofür 


n + Ly — = f 
eoe 


Diese Grossen sind die Wurzeln der Gleichung 


= a, + 2, — 2z = wel, 2; ..., f 
| |, — (Fr) | zie teen) 


m.m Ly, — dy 








negativ ist. 


co 
en 
bo 
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Als symmetrische Function von 2,, 


druck auf die Form gebracht werden: 


UON OMNE IRR CES 
Dito, Xo Seon 





wo G ein ganze Function von y, X,, ..., X,, z und D die Discriminante 
bedeutet. Es handelt sich darum, die Bedingung zu finden, welcher 
X, X,,..., X, unterliegen, damit diese Gleichung durch einen reellen 
negativen Werth von y befriedigt werden könne. Zu dem Ende setze man: 





Y= En) TU UA pL pesi 





und lóse G in seinen reellen und imaginären Theil auf 


G(y, Le AM m) Ru 2) 


2 


— Ru, 0, Ui... 07,8) + S(t, o, US c: Do 


wo R und S ganze ganzzahlige Functionen der Argumente sind. 
Soll G — o eine reelle Wurzel haben, so müssen die beiden Gleichun- 
gen erfüllt sein: 


T 


o, Un, 74.9) =O, WS = Slt, 0, T. laa tees) ee 


R und S können für beliebige Werthe von U,, U,, ..., U,, keinen ge- 
meinsamen Theiler haben. Denn angenommen es wäre der Fall, so gebe 
A = » f n.n—1I 
ich 7z,, æ,, ..., æ, solche Werthe, ‘dass sämmtliche ee Wurzeln von 
G negativ und von einander verschieden sind. Man sieht leicht, dass dies 
erreicht werden kann durch richtige Vertheilung von x,, &,, ..., v, auf 
der Peripherie eines um z gezogenen Kreises. 

Nunmehr muss auch der Theiler yon R und $ lauter verschiedene 
negative Wurzeln haben. Andere ich daher U,, U,,..., U, auf irgend 
eine Weise hinreichend wenig, so müssen die sämmtlichen Wurzeln des 


gemeinsamen Theilers von À und S negativ bleiben. 
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Denn bekanntlich kann sich die Anzahl der reellen Wurzeln einer 
Gleichung mit reellen veränderlichen Coefficienten nur dadurch ändern, 
dass zwei Wurzeln einander gleich werden, was für hinreichend kleine 
Anderungen von U,, U,, ..., U,, sieher nicht der Fall ist. Mithin hätte 
alsdann ftir alle hinreichend kleinen Anderungen vone USE DRM G: 
eine negative Wurzel. Das ist aber nicht möglich, weil ich U,, U,, ..., U,, 
solehe beliebig kleine Anderungen geben kann, dass die sämmtlichen 
Wurzeln x,, $,, ..., æ, yerschiedene Entfernung von z erlangen. 

Mithin kann die Resultante von R und S 
eS VUE AUTE, TEES) 


rir My 


2n 


nicht für beliebige Werthe von U,, U,, ..., U,, verschwinden, sondern 
ihr Verschwinden definirt in dem 2#-fach ausgedehnten Gebiete der Grös- 


sen U,, U,, ..., U, ein Gebilde (2n — 1)'* Stufe, von welchem die Con- 
vergenzgrenze ein Theil ist. Es ist nicht gesagt, dass umgekehrt jeder 
Stelle U,, U,,..., U, wofür e — Oo ist, eine reelle Wurzel von G—.o 


entspricht. Denn es könnten ja R und S einen gemeinsamen Theiler ohne 
reelle Wurzeln besitzen. Jedenfalls aber wird die Gesammtheit der Stellen 
JT 

U, U,, 
Gebilde angehóren, wie wir sogleich zeigen werden.  Dezeichnen wir die 


.., U,,, wofür G — o eine reelle Wurzel hat, einem monogenen 


Gleichung desselben mit c — o, so muss also © entweder gleich £ oder 
ein irreductibler Theiler von c sein. 
Setzt man: 





(m — 2d — 2) 


v — Wa 


—p oder xz, — 2— — —- (x, — e) und z,,, — w, + wi 


* 


(wo o eine reelle Grösse bedeutet) so kann man U,, U,, ..., U, als 


rationale Functionen von 9, w,, w,, ..., MU,» ausdrücken. Giebt man 
hierin p, U, U,, ..., Us,» alle reellen Werthe, so erhält man alle Stellen 
U,, U,, ..., U,, wofür G eine positive Wurzel besitzt. Diese gehören 


daher einem monogenen Gebilde an. Indem man an Stelle von p, pi 
einführt, ergiebt sich auf dieselbe Weise, dass alle diejenigen Stellen, wo 
G eine negative Wurzel besitzt ebenfalls einem monogenen Gebilde an- 
gehóren. Aber in beiden Fallen liegt dasselbe monogene Gebilde vor, 
wie man folgendermassen einsieht. 
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Sei A,, A,,..., À, ein Werthsystem der Coefficienten X, , X,,..., X,, 
wofür die zwei Wurzeln x, und x, und nur diese einander gleich werden: 


2% —=%,—.0.' Solange dann die. Stelle, (X35 09X,, » -25 XD) hiereichend 


nahe bei (4,, A,, ..., A,) liegt, so bleiben x, und x, beliebig nahe bei 


1 1 


a und es ist nach Caucny 


pn 


A \ 1 I (t — a)f (t) 
(r, — a) + (r, — a) - aj "FD = dt, 


* 


ü e LOMA THES EUMD 
E Md eM ees e 
( fr «) (a 2 at) N) ft) £ 


die beiden Integrale über kleine Kreise mit dem Mittelpunkte a erstreckt. 
Dabei muss (X,; X,;.-2:, &,), so mahe „bei A 224, cce eae ee 
nommen werden, dass z, und x, im Innern des Kreises, die übrigen Wur- 
zeln dagegen ausserhalb desselben liegen. 

Aus diesen beiden Gleichungen überzeugt man sich, dass die Ent- 
wicklung von 


2 


es + x, vH =) oder 


ad 








nach ganzen positiven Potenzen von X, — 4,, ..., X, — A, möglich ist 
und mit den linearen Gliedern 


anfängt, unter f'"(a) diejenige (Grösse verstanden, welche entsteht, wenn 
ich um Ile), AAN EN A 


m 


setze. 


n 


a muss dabei von z verschieden angenommen werden. Unter dieser Be- 
dingung aber lässt sich X, — A, nach Potenzen von N — A,,..., X, ,— A 


n—1 


Vi m7 


2 
und (= : —) (wofür der Kurze halber s geschrieben werde) ent- 
SE S3: Wd 0 = 


wickeln. 
Geben wir hier s positive Werthe, so liefern die reellen und imagi- 


D] 


nären Theile von X, X,, ..., X, ein Stück desjenigen Gebildes, wofür 
1 n jJ e À 
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G — o eine positive Wurzel hat, für negative Werthe von s dagegen er- 
halt man ein Stück desjenigen Gebildes, wofür G—o eine negative Wur- 
zel hat. Es erhellt daher, dass beide einem einzigen monogenen Gebilde 
angehören. 

Wir wollen nun untersuchen, auf welche Weise man algebraisch 
die beiden Theile zu trennen im Stande ist. 

Es lässt sich zunächst zeigen, dass R und S auf dem Gebilde c —o 
nicht überall einen Theiler von höherem als dem ersten Grade haben 
können. Nimmt man nämlich wieder U,, 
Wurzeln von G — o negativ und von einander verschieden sind, so müsste 


Nro. 1105, 50,2nj. dass alle 


jeder Theiler von À und S auch lauter verschiedene negative Wurzeln 
haben. Hätten nun R und S für beliebige Werthe von U,, U,,..., Us, 
auf c — o einen gemeinsamen Theiler, so müssten die Wurzeln desselben 


negativ bleiben, wenn U,, U,, ..., U, sich hinreichend wenig von jenen 
Werthen entfernen. Das ist aber nieht möglich; denn in der Nähe jeder 
Stelle (U,, ..., U,), wo alle Wurzeln die gleiche Entfernung von z haben, 
liegen Stellen, wo nur zwei Wurzeln gleich weit von z abliegen. 

Die Bedingung, dass R und S einen Factor von hüherem als dem 
ersten Grade haben, kann daher nicht für alle Stellen von c—0 erfüllt 
sein. Diese Bedingung lässt sich bekanntlich in die Form einer algebra- 


ischen Gleichung zwischen U,, U,, ..., U,, bringen. Und da ferner 


2? 
¢ =o irreductibel ist, so kann die Gesammtheit derjenigen Stellen auf 
.£—0, wo ein Theiler höheren Grades möglich ist, nur ein Gebilde 


(2n — 2)* Stufe ausmachen. 

Wenn man von diesem absieht, so haben für alle übrigen Stellen 
des Gebildes die beiden Functionen À und S nur einen gemeinsamen 
Theiler ersten Grades und es wird daher die gemeinsame Wurzel aus- 
gedrückt werden können als rationale Function von U,, U,,..., Dumas 


\ 


T - - 
23979 Cs PF $J-. 


= V(U 


1? 


Durch die Bedingung V'— o sind nun diejenigen Stellen des monogenen 
Gebildes c — 0, wo zwei Wurzeln die gleiche Entfernung von z erhalten, 
von den übrigen Stellen desselben Gebildes getrennt. Andert man z, 


so ändert sich das Gebilde e — o. Aber wie man auch z wähle, c — o 
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enthält immer das Gebilde (22 — 2)*" Stufe, auf welchem die Discriminante 
von f(x) verschwindet. Und zwar sind dies die einzigen Stellen, welche 
allen Gebilden g—0 gemeinsam sind. Denn wenn #,, #,, ..., r, von 
einander verschieden sind, so lässt sich z immer so wählen, dass G — o 
keine reelle Wurzel hat. Man braucht z nur so anzunehmen, dass weder 
zwei Wurzeln die gleiche Entfernung von z haben noch zwei Wurzeln 
mit z auf derselben Graden liegen. Hat G — o keine reelle Wurzel, so 
enthält das entsprechende Gebilde e — o diese Stelle nicht. 

Beschränkt man die Coefficienten auf ein monogenes Gebilde m** 
Stufe, für welches die Discriminante nicht identisch verschwindet, so wird 
in diesem Gebiete die Convergenzerenze unter der Gesammtheit derjenigen 
Stellen enthalten sein, welche das Gebilde m'""* Stufe mit c — o, V — o 
gemein hat. Die Gesammtheit der gemeinsamen Punkte kann nun zwar 
für besondere Werthe von z ein Gebiet m'“” Stufe bilden, aber nicht für 
alle Werthe von z Denn in diesem Falle würde nach dem Obigen das 
Gebilde ganz in das Discriminantengebilde fallen, was wider die Voraus- 
setzung ist. Die Convergenzgrenze ist mithin höchstens von der (m — 1)" 
Stufe. 

Wir haben in den voranstehenden Erörterungen immer die Gesammt- 
heit der Stellen in Betracht gezogen, für welche irgend zwei Wurzeln 
gleich weit von z entfernt liegen, während, wie wir sahen, die Convergenz- 
grenze des Ausdruckes für die Wurzel nur aus denjenigen Stellen besteht, 
wofür die beiden nächsten Wurzeln die gleiche Entfernung erhalten. Das 
hat abgesehn von der grósseren Symmetrie den Vortheil, dass wir zu 
gleicher Zeit auch die Untersuchung über die Convergenzgrenze anderer 
Ausdrücke erlediet haben, welche wir jetzt für die übrigen Wurzeln auf- 
stellen werden. 

Sei [x —2| «|v, —2| &... «|o, — 2], so ist [(x, — 2)(x, —2a)| 
kleiner als jedes andere Product je zweier der n Grössen. Es wird 
daher 





(a, u 2)(&s MT. ay" 
(re, ee: 2) (23 = at 1 





RD (2) 


(die Summe erstreckt über alle Combinationen von je 2 Wurzeln) mit 
wachsendem A gegen (x — z)(r, — 2) convergiren. (Der obere Index 
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2 in R®(z) soll der Anzahl der Factoren in (x, — z)(z, — 2) entsprechen. 
Der Symmetrie wegen möge fortan das was früher À,(2) hiess mit A7(z) 
bezeichnet werden.) Die Convergenzgrenze dieses Ausdruckes wird von 
alle denjenigen Stellen gebildet, wofür die zweit-nächste und dritt-nächste 


Wurzel den gleichen Abstand von z erhalten. Daher wird 


ae) 
=e + lim === 
k=o@ A (2 
convergiren, so lange nicht entweder |.z, —2z|—|x, — 2| oder |y, — 4|— |r, — 2] ist. 
Auf dieselbe Weise bilden wir Ausdrücke für x,, &,, ..., %,, in- 


dem wir die Summen über alle Combinationen von je drei, je vier u. s. w. 
Factoren erstrecken. Die Convergenzgrenze des Ausdruckes für x, besteht 


alsdann aus alle den Stellen, wofür entweder |z, , — 2| = |v, — «| 
oder |x, — 2| — |, ,, — 2| ist. Das oben algebraisch dargestellte Gebilde 


besteht aus den Convergenzgrenzen der sämmtlichen # Ausdrücke. 

Wir haben also den Satz, dass von jeder Stelle (X,, X,, ..., X,) 
des gemeinschaftlichen Bereiches gleichmässiger Convergenz der n für die 
Wurzeln aufgestellten Ausdrücke sich ein stetiger Übergang machen lässt 
zu jeder andern Stelle des Bereiches, ohne seine Grenze zu berühren. 
Die Grössen 2(r,— 2), X[(x, — 2)(&; — z)] ^, ete. aus denen die Aus- 
drücke RY(z) zusammengesetzt sind, bilden mit abwechselndem Vorzeichen 
die Coefficienten von x, z^, ..., in der Function 


e(z) f(z)? [x — (x, — 2j] (asta AER) 


Dies gewährt ein Mittel um die genannten Ausdrücke durch die 
Coefficienten von f(x) darzustellen. Setzt man nämlich in der obigen 
Gleichung w^an Stelle von x, so kann man jeden der Factoren w’—(x,— 2) 





in Linear-Factoren zerlegen. Denn es ist, wenn © eine primitive 4 Ein- 
heitswurzel bezeichnet 


u — (c, — ey = (= 1)" Tofu — (x, — 2)]. (EON 
Mithin 


4 


o(u*) = (— 1y^*"f(z pa Ho — (x, —2)]=(— 1)"^"f(z)^ (ou + 2). 








318 "72 fatis C. Runge. 
Man hat also nichts weiter zu thun als in 
(wa +2) tt 


die Coefficienten von wu’, u”, ... zu berechnen, um die Aus 
gesuchten Grössen durch X,, X,, ..., X, zu finden. 


UN THÉOREME D’ALGEBRE. 
Extrait d'une lettre adressée à M. Hermite 
PAR 
Dg STIELTJ ES 


à LEYDE. 


Voici un théoréme d'algébre qui s'est présenté à moi en étudiant 
les formules analytiques qui servent à exprimer le déplacement d'un systéme 
invariable autour d'un point fixe. (Voir Dunamen: Cours de mécanique, 


introduction.) 


Soient 
a b Cc Aare TC! 
a’ De ec et DAL D' (O7 
ae b" "uu S JB C7 


les coefficients de deux substitutions orthogonales à déterminant + 1 et 


AE BRENZ 

eG DE ON p GREE ic 

A" + Gia D" + b" Cc" + c" 
alors ce déterminant R (qui visiblement n'est pas identiquement zéro) 
jouit de cette propriété que lorsque À — o en même temps tous ses 


mineurs du second degré s'évanouissent. Je trouve en effet que le carré 
d'un tel mineur peut se mettre sous la forme: 


Re Fonetion entiere de as. «., €, Ay. «vy @. 
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Voici la signification géométrique de ce théoréme. Lorsque, par l'effet du 
déplacement, un seul point (x, y, 2) vient dans la position (— 2», —y, — z) 
cela entraine nécessairement que tous les points d'un certain plan jouissent 
de la méme propriété. Le déplacement se raméne à une rotation de 130? 
autour d'un certain axe. — C'est du reste un cas d'exception qui échappe 
à lanalyse de M. Dunamer. Les formules de M. Dunamer cessent de 
déterminer laxe de rotation (qui pourtant est parfaitement déterminé) 
parce quon a p — 0, q — 0,7 —0: (On a p* -- q* + v! — sin o dans 
la notation de M. DuHAMEL.) 

Ce théoréme d'algébre subsiste encore dans le cas de deux variables 


a 4 b oA 
vb d zu Np. 


et jai lieu de penser qu'il en est de méme pour quatre variables, bien 
que je ne l'aie pas encore complétement démontré. Serait il done possible 
de l'étendre à un nombre quelconque de variables? Ce sujet a quelque 
rapport au théorème de M. Brioscar, que l'équation: 








ate b € eae 

a b’ -d- 2 ec" I 

a" Ü" e + Z . jos pu 
at pa», ce ea 2 7 Cm) Jr 2 


a ses racines réciproques et imaginaires (abstraction faite de la racine 
2 — — 1 lorsque n est impair(’)). 


Leyde, 29 Août 1884. 
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SUR CERTAINS POLYNÔMES 
QUI VÉRIFIENT UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE 
DU SECOND ORDRE 


ET SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS DE LAMÉ 


PAR 


T. J. STIELTJ ES 


& LEYDE. 


1. Dans les Comptes rendus de l'académie des sciences de Berlin, 
Année 1864 (et dans son Traité des fonctions sphériques, Tome I, pag. 
472 e. s., 2° Edit) M. Herve a démontré la proposition suivante. 

Soient A et B deux polynómes donnés en x, le premier du degré 
p + 1, le second du degré p au plus — ces polynómes étant d'ailleurs 
tout à fait généraux et n'étant assujettis à aucune condition, et considérons 
l'équation différentielle: 


d’y > dy A 
(1) Rate be 64 


da 


ou C est un polynôme en x du degré p — 1 au plus. 

Alors il existe toujours certaines déterminations particuliéres du poly- 
nóme C, telles que l'équation (1) admette comme intégrale un polynóme 
en æ du degré n. Le nombre de ces déterminations et des polynômes 
correspondants y s'élève a 





(n p) = (n + Yn + 2Ym -E 3)... (n. + p — 1) à 
. Ho 399 BG f) 
Gea) eee 
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Ce théoréme constitue le fondement principal de la théorie générale des 


x 


fonctions de Lame qu'on doit à M. Herne. Dans cette théorie la fonction 


B n'est pas indépendante de A, car ona B — — 5-. M. Heine fait voir 
4 dc 


que la détermination du polynóme C dépend d'un systéme d'équations 
algébriques de degrés supérieurs et que l'équation finale qu'on obtient en 
éliminant toutes ler inconnues sauf une, est aw plus du degré (n.p). En 
outre on voit quà chaque détermination de C correspond un polynôme 
déterminé y du degré n. 

Mais on voit moins facilement que le degré de l'équation finale d’où 
dépend le polynôme C atteint effectivement le degré (n.p) M. Herne a 
levé cette difficulté en faisant voir par un calcul de proche en proche 
que, méme en soumettant les polynómes A et B à certaines conditions 
particulicres, il existe effectivement (n.p) polynómes du degré » qui 
satisfont à une équation différentielle de la forme (1). 

Je me propose de démontrer, dans ce qui suit, la proposition suivante. 
Lorsque les racines @,, @,, d,, ..., a, de l'équation A =o sont réelles 
et inégales et qu'en posant: 


a 


(2) Sees tee te + 


= — (A x — a, % — Ap 


Up 


les quantités a), a, ..., a, sont positives, alors les (n.p) déterminations 
du polynóme C sont toutes réelles ainsi que les polynómes correspondants 
y du degré ». Soit y, un de ces derniers polynómes, les racines de 
y, = O sont réelles et inégales et distribuées dans les p intervalles des 
racines de A = o. 

Le nombre des maniéres dont on peut distribuer n quantités dans y 
intervalles est évidemment égal à (».p)— et jajoute maintenant que les 
racines des polynómes y représentent en effet toutes ces distributions, en 
sorte qu'un tel polynóme est parfaitement caractérisé par la distribution 
de ses n racines dans les p intervalles des racines @, @, ..., a, de 


2. Soient, sur un axe oX, A, A,, 4, ..., A, les points dont 
les abscisses sont a, @, ..., @, et prenons encore, dans un quelconque 
- 
des p intervalles déterminés par ces points (p. e. (4,-4,)), x points 


Xj X, .242X, dont Jes abscisses. (sont; 2,0%, Zee, Zac o Gelee 
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considérons l'expression. suivante, où l'on considère seulement les valeurs 
absolues des distances des divers points: 


PEL Se T RUNE ME 
XO ODE Ta 


Sam 1er DEC Axe 


BS e XX OG XX GLX Xa oc NX, 
Prob dm WP Oca Nora gi 
SOONG NS ae X AC 


P Kee hee 

Cette expression est toujours positive et s'évanouit seulement quand 
deux des points X,, X,, ..., X, coincident ou lorsqu'un de ces points 
vient se confondre avec l'une des limites de l'intervalle (4,-.4,). En 
considérant les points X,, X,, ..., X, comme variables, mais restant 
toujours dans l'intervalle A,-A,, il est évident que les divers facteurs 
de l'expression. II restent compris entre certaines limites, et les exposants 
dos Ay ..., a, étant positifs, on voit que IT reste toujours inférieur a une 
certaine limite. Par conséquent, pour une certaine position des points 
INA 2325 À, l'expression II devient maximum. 

On peut interpréter cela de la maniére suivante. Concevons que les 
points fixes 4,, ..., A, soient des points matériels, la masse de A, étant a;, 
et que de méme les points mobiles (sur oX) X,, X,, ..., X, soient des 
points matériels dont la masse soit égale à l'unité. Alors, si deux points 
matériels se repoussent en raison directe de leurs masses, et en raison 
inverse de leur distance, log II est le potentiel, et le maximum de II 
correspond à une position d'équilibre stable. 

Mais pour une position d'équilibre, dont l'existence résulte de ce qui 
précéde (et qui est unique comme on le verra plus loin), on doit avoir: 


dy I I 


(3) euo De 


LE — ao dy — Ay Le — Ap Uy — 21 Cg — Vg—1 
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J'observe maintenant qu'on a d'aprés (2): 
do 01 dy DB (2) 
| ee EE 
tx — Ao Quy — Ay XL, — Op A (a) 
et en posant: 
(4) y = (« — a, )(a@ — x)... (@ — x) 
' 
il vient: 
y I I I I I 
y v — y p — a 1 ar d — 11 Qd — 241 zi € — Wy 
d'ou 
'2y" 1 I I I 
(7) = Sp BR Necesse ele St ne 
Y /z=ar Vp — 91 Vy -— Ty Te — 9x1 Sk — Un 


On voit donc que les conditions d'équilibre (3) reviennent à ce que l'ex- 
pression: 


y" B 
2y' A 
on encore Ay” + 2.By' s'évanouit pour = m, k — 1, 2, ..i, m5 
Le polynôme dy’ + 2By du degré n+ p — 1 est done divisible 
par y et en désignant le quotient par — C on a: 


Ay" + 2By + Oy = o. 


Le polynóme y du degré » défini par la relation (4) est done un de ceux 
dont l'existence fait l'objet de la proposition de M. Herne. 

Il est clair que sil existait une seconde position d'équilibre, n'importe 
que cet équilibre füt stable ou non, on en déduirait aussitót un autre 
polynóme y qui satisfait à une équation différentielle telle que (1). 

3. Dans ce qui précède nous avons supposé que les points X, 
X,, ..., X, étaient renfermés dans lintervalle (4,-.4,). Mais il est clair 
qu'en se donnant à priori une distribution queleonque de ces points 
dans les p intervalles, et en limitant la variabilité de ces points par la 
condition qu'ils doivent rester toujours dans les intervalles oü ils se 
trouvent d'abord, on peut répéter mot à mot les raisonnements précédents 
et il existe done (».p) polynómes du degré n différents qui satisfont a 
une équation de la forme (1). 
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Les polynómes correspondants C sont aussi différents; en effet on 
aurait autrement une équation de la forme (1) dont les deux intégrales 
seraient des polynomes 5,, y, ce qui est impossible parce qu'on en dé- 
duirait la relation absurde: 


' 


2B 


4” = Const. (© — a) ?^(x — a)... (r — a) "7. 


Mills — Way; = Const. et 


Nous voyons maintenant aussi qu'en se donnant la distribution des racines 
T,, ..., v, dans les p intervalles il y a seulement une position d'équilibre 
“et cet équilibre correspondant au maximum du potentiel est stable. 

En effet d'aprés les recherches de M. Hrınz le nombre des polynomes 
y ne peut surpasser (a.p). 

4. Considérons maintenant plus particuliérement les fonctions de 
Lame, dont voici la definition d’après M. Here. 

Soit 


f(x) = (x — ay(x — a)... (x — a) 


alors la fonction de Lame de l'ordre p et du degré » est une fonction 


entiere du degré n des quantités: 
A, == VE — a> A, Ver == p comer As — Va — ap 
qui satisfait à une équation différentielle de la forme: 


da : = 
sa) + : d (o) + O(r)y = o 
ou O(r) est un polynôme en x du degré p — 1. 
Ces fonctions se distribuent en classes de la maniere suivante. 
Soit &,(r) un diviseur quelconque de d (x), alors on considere comme 
appartenant à la méme classe toutes les fonctions qui sont de la forme: 


vA) Ve) - 
V(x) étant un polynôme en x. Naturellement le degré de ¢,(x) doit 
être de méme parité que ». 
L'équation différentielle à laquelle satisfait le polynôme V(x) devient: 





NEUE ONE AU 
Bla) a + (G0) +) ae + (Y — 6; 
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elle est de la forme (1). En supposant réelles et inégales les quantités 
Ay, 0,, +++, 0,, notre proposition devient applicable; on a en effet: 





B 1 (az) 2 I di(®) 
A .4 d(e) © 2 d,(z) 
I 
en sorte que les nombres a, a, ..., a, n'ont d'autres valeurs que - et 
{ 0» Fry » 4, 1 E 


3 ; ; > : \ A 
=. Le degré de V étant k, les (k.p) fonctions appartenant à la méme 


classe sont donc réelles, et les racines des diverses équations V — o se 
trouvent distribuées de toutes les manières possibles dans les p intervalles 
des racines de l'équation (x) = o. 

On doit ce dernier théoréme à M. F. Kiem (Mathematische An- 
nalen, T. XVIII. La démonstration de M. Kier n'a rien de commun 
avec les considérations qui précédent, et ne s'applique pas à notre pro- 
position plus générale. 


Leyde, Novembre 1884. 


EINE BEMERKUNG ÜBER DIVISORENSUMMEN 
VON 


M. A. STERN 


in BERN. 


Die Formel, welche Herr ZELLER in den Acta mathematica Band 
4, p. 415 bekannt gemacht hat, beruht auf den zwei bekannten Glei- 
chungen 


I 
(1 —a)(1 —a*\(1 — a’)... 





(A) I + (e + (2) ... + (n— 1)" [a — 





(B) fi 3c fe NER 4t f» og je mm I + 2% — 52" Li. LESE SE 


(I æ)(1 — at RER 





Indem man die zweite Gleichung durch die erste dividirt erhält man 
fi 4L [2-2 CE + fra dB. 
— [x Gus(2)z..- m — 1) a" 2. | [1 20 5x ...] 
woraus sich die ZErrEm'sche Formel 
fn = I(w—1) + 2(m— 2)... 
unmittelbar ergiebt. Nach Evrer’s Formel 
(B^ fn = fo Ty fo — 2), — f a fim SF) ae 


kann man also auch schreiben 


(C) fm—1) f(n— 2)... = 1(n— 1) + 2(n — 2)... 
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Hier bedeutet (n) die Anzahl der Combinationen mit Wiederholung 
zur Summe n aus den Elementen 1, 2, ..., » und die Formel (C) giebt 
eimen Zusammenhang zwischen diesen Combinationen und der Summe der 
Divisoren. Einen anderen solchen Zusammenhang habe ich schon früher 
in dem CnELLEschen Journal für die Mathematik Band 21, p. 183 
abgeleitet. 

Man kann aber auch eine der Formel (C) ganz analoge Formel fin- 
den, welche einen Zusammenhang zwischen der Summe der Divisoren und 
der Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung angiebt. Bezeichnet 
man durch N(n) die Anzahl der Combinationen ohne Wiederholung zur 
Summe # aus den Elementen 1, 2, ..., #, so hat man 


1+ N(1)g + No)... + N(un)o +... = (1 + ox) + ez») + 2’)... 


wofür man 


1 + N(1)e +N(2)2’...+ N(m)a" +... = 











(1 — e)(1 — #’)(1 — a)... 
schreiben kann. Aus der Verbindung dieser letzten Gleichung mit der 
Gleichung (D) folgt 
( fi + [2 Dior. ats fn.27? ...)(1 — q.-—— = ae ge 2) 
— (1 + N(1)z + N(2)a? X ades 5a*— 7a°...) 


7\ 


und hieraus 
D). fa—f(—2- forty + fe ho fm ea. 
= N(n— 1) + 2N(n — 2) — 5N(n — 5) — 7N(n — 7)... 
Hierbei ist zu beachten, dass nun fm —- ») den Werth Null hat und 


nicht, wie in (O), den Werth »; statt N(n — n) ist die Einheit zu nehmen. 
Setzt man in (D) statt fn seinen Werth aus (B’) so folgt 

N(n — 1) + 2N(n — 2) — 5sN(n — 5)... 
= | (n— 1) — f(n — 4) —f(n—5) — f(n — 7)  f(n—12)4 f (n — Lavoe 


 f(n— 2.5) + f(n—2.7) — f(n— 2.12) — f(n — 2.15)... 


DR a 





ZUR THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN 
VON 


H. WEBER 


in MARBURG. 


Die vorliegende Abhandlung verfolgt in ihren ersten Teilen den Zweck, 
die Transformationstheorie der elliptischen Functionen im Zusammenhang 
darzustellen und zu den Anwendungen auf Zahlentheorie, so weit sie mit 
der Theorie der complexen Multiplication zusammenhängen, vorzubereiten, 
von welchen im letzten Abschnitt em Teil durchgeführt ist. Ich hofte 
diesen ersten Untersuchungen weitergehende folgen lassen zu können. Als 
der kürzeste und einfachste Weg, um zu den Grundlagen der doppelt 
periodischen Functionen zu gelangen ist der von .Jacogı herrührende, 
welcher von den 6-Functionen ausgeht, gewählt, und zwar in der Weise, 
dass nur von den Reihenentwickelungen, nicht von den Productdarstellungen 
Gebrauch gemacht ist. Es ergeben sich zwar bekanntlich manche Sätze 
leichter aus den Darstellungen durch unendliche Producte; aber im In- 
teresse einer einheitlichen Darstellung haben wir es vorgezogen nur von 
den Reihenentwickelungen Gebrauch zu machen, welche allein einer Ver- 
allgemeinerung für mehrere Variable fähig sind. Überdies hat es ein 
eigentümliches Interesse, auch die etwas tiefer liegenden Sätze bei den 
0-Reihen direct aufzusuchen, worauf HrnMrTE an verschiedenen Stellen 
hingewiesen hat. 

Was die Transformationstheorie betrifft, so ergiebt sich dieselbe als 
eine notwendige Consequenz aus der Teilungsaufgabe, wenn man letztere 
nach Garois’'schen Principien auffasst; zugleich gelangt man so am na- 
türlichsten und einfachsten zu den verschiedenen in der Transformations- 
theorie auftretenden algebraischen Gleichungen. 
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Bei den zahlentheoretischen Anwendungen, welche den Gegenstand 
des letzten Abschnitts bilden, haben wir es uns zum Grundsatz gemacht, 
nur solehe Teile aus der Theorie der quadratischen Formen vorauszusetzen, 
welehe zu den elementaren gerechnet werden kónnen, und einige tiefer 
liegende Sätze, bis jetzt die Sätze über die Verhältnisse der Classenzahlen 
in den verschiedenen Ordnungen und über die Anzahl der zu einer De- 
terminante gehörigen Geschlechter, freilich nur für negative Determinanten, 
als zahlentheoretischen Ausdruck für gewisse algebraische Eigenschaften 
der bei der complexen Multiplication auftretenden Gleichungen auf- 
zufassen. à 
Marburg im September 1884. 





I. Abschnitt. 
8 1. Die Theta-Functionen an'* Ordnung. 


Wir definiren als Theta-Function m“ Ordnung der zwei Argumente 
4, w eine Function (u, ©) oder (u), welche folgende Bedingungen 
erfüllt: 

I. (u) hat, als Function der Variablen « aufgefasst, für alle end- 
lichen Werthe von w den Character einer, ganzen rationalen Function. 

DISSE SE 


Ou + 1) = (— 1y e(w) 
Au + e) = (— 1ye-7"e*» gu). 


Der Zahlencomplex (g, h), der aus den Elementen o, 1 gebildet werden 
kann, heisst die Charakteristik der 6-Function, und wird als Index an 
das Zeichen 6 angehängt: [0,,(w)|. Es giebt also nur vier wesentlich 
verschiedene Charakteristiken, (0, 0), (o, 1), (1, ©), (1, 1), von denen die 
drei ersten. gerade, die letzte wngerade genannt wird. Wir betrachten hier, 
um uns kürzer ausdrücken zu können, « als veränderlich, © als einen 
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constanten Parameter, von dem ein positiver imaginärer Teil vorausgesetzt 
wird. 

Wir stellen nun die complexe Variable w in einer Ebene dar und 
begrenzen in derselben, von einem beliebigen Punkt «, ausgehend, ein 
Parallelogramm, dessen Ecken in den Punkten «, uw, + 1, w, + ©, 
u, + e + 1 liegen, welches wir das Periodenparallelogramm nennen. Die 
ganze u-Ebene lässt sich durch solche, an den Seiten angrenzende, con- 
gruente Parallelogramme ausfüllen, und einem Nullpunkte einer 6-Func- 
tion entsprechen andere Nullpunkte an congruent liegenden Stellen in 
allen diesen Parallelogrammen. 

Man erhält nun für diese Nullpunkte zwei fundamentale Sätze durch 
Betrachtung der beiden über die Begrenzung eines Periodenparallelogramms 
ausgedehnten Integrale 


I I 








[ dlog 6,,.(%), 


The 


: {ud log 6, ,(u) 


7 


t3 
D 


von welchen das erste bekanntlich die Anzahl, das zweite die Summe 
der #-Werte, für welche 60,,(w) im Innern des Parallelogramms ver- 
‘schwindet, darstellt. Die Anzahl dieser Nullwerte ergiebt sich darnach 
leich 


=m und ihre Summe g 


Nl ee 


(1) sm(o + 1) + (M+ g)o +(N 9 ih). 


wenn M, N ganze Zahlen sind. Nullpunkte hóherer Ordnung werden 
dabei nach Massgabe ihrer Vielfachheit, mehrfach gezàhlt. 

III. Eine 0-Function m” Ordnung hat also innerhalb eines Perioden- 
parallelogramms m Nullpunkte, und von diesen ist einer durch die m — 1 
übrigen bestimmt. 

Hat man mehrere 6-Functionen der gleichen Ordnung und Charak- 
teristik, so ist jede lineare homogene Function derselben mit constanten 
Coefficienten wieder eine solehe Function, und darnach folgt unmittelbar 
aus dem letzten Satz: 

IV. Jede 0-Function von der Ordnung m und gegebener Charakteristik 
ist eine lineare homogene Function mit constanten Coéfficienten von höchstens 
m solchen Functionen, welche linear unabhängig sind. 


332 H. Weber. 


Ferner ergiebt sich noch aus der Definition I, IT der folgende Satz 
in welchéin unter der Summe mehrerer. Charakteristiken (g, h), (g', i’), ... 
die Charakteristik (g + g' +..., h +h’ +...) verstanden ist. 

V. Das Product mehrerer @-Functionen von beliebiger Ordnung und 
Charakteristik ist eine @-Function, deren Ordnung und Charakteristik die 

Summe der Ordnungen und Charakteristiken der ‚einzelnen F'actoren ist. 


§ 2. Die Theta-Functionen der ersten Ordnung. 


Für die erste Ordnung existirt nach dem Vorstehenden nur je eine 
4-Function, deren Nullpunkte durch die Formel (1) vollständig bestimmt 
sind. Hiernach kann man sofort zur Darstellung dieser Functionen durch 
unendliche Producte übergehen, oder man kann aus der Definition I, II 
durch die Methode der unbestimmten Coefficienten unendliche Reihen für 
dieselben finden, und dadurch die wirkliche Existenz der gesuchten Func- 
tionen nachweisen. Wir wählen den letzteren Weg und erhalten: 


n 


+ zio ( n4 2 ; 2ziu(n4- 2 
(1) salu, ©) = ei pe 1) 


—00 , 9o 


indem über einen von © allein abhängigen Factor, den die Definition 
I, II unbestimmt lässt, so verfügt ist, dass diese Functionen alle, nebst 
ihren nach w und © genommenen Derivierten der partiellen Differential- 
gleichung 





od 2j 
= Be 
(2) Ay 4m à 
genügen, und dass für g = o 
TH t 
(3) ou) = 1, Bi) = 1, (u) = 29° coszu, diu) ausum 


wird. Die Function 9,,(#) ist eine ungerade Function, während 4, (uw). 
Hi (0), J(u) gerade Functionen sind. 
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Jede dieser vier Functionen lasst sich durch jede andere ausdriicken 
vermittelst der Relationen 


5, 1 


riwg'? 


he g =, = (— ry" pen, mm ziug 2 








Sea Desert (wu) 


ILL WIR 9,12) = (— 1)" 8, ,(w). 


Setzt man in diesen Formeln w — o, so erhält man, wenn man die 4-Func- 
tionen, in welche das Argument den Wert o hat, ohne Argument schreibt: 








ER (0) dint I (0) = 5, 

I I 
me = Von Sols) =O 
Sl e) = ey 5 due ,, (5) = ONES. 
ME | == 9; S.) Tr NN 

(5) 
8, (0) = 5$. 4, , (0) cer À 
qn 

ES = y, (5) = Ti 

ay ER _ — 
Iso) =O, sl e) CHE Bos 
DNE E =e * LTD ^s i =) xax up m 


Da die Quadrate der vier #-Functionen von der zweiten Ordnung 
sind mit der Charakteristik (0, 0), so kann man zwei von ihnen linear 
durch die beiden andern ausdrücken und zwar wie folgt: 


Sy F(t) = 99, (WU) — Hoo Hs (4) 


(6) ME t ^ 
Sy d (w) = HoH, (w) — 91,91 (wu) 


woraus noch, durch # — -, die Relation sich ergiebt: 


I 
2 


(7) =O + eH, 
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Aus diesen Functionen kann man nun alle 6-Functionen von beliebiger 
Ordnung und Charakteristik zusammensetzen, wie man auf Grund der 
Sätze des vorigen $ unmittelbar durch die Abzählung der Constanten 
findet, mit Rücksicht darauf, dass eine lineare Relation zwischen geraden 
und ungeraden Functionen nur dann bestehen kann, wenn der gerade 
Teil für sich und der ungerade Teil für sich verschwindet, und dass zwei 
der Functionen 4,,(w) nicht in constantem Verhältniss stehen. 

Bezeichnen wir mit 6,, 0, irgend zwei von den Functionen 4, , (wu), 
oder auch zwei lineare Combinationen derselben, und mit F"(0,, 6,) eine 
ganze rationale und homogene Function 2“ Ordnung der beiden Argu- 
mente 6,, 6,, so erhalten wir auf dem angegebenen Weg folgende Dar- 
stellungen. 


L zo (mod2), gerade Functionen 
om (wu) = re )te,, 6) 
) (s) x 
Ar (u) = Foo (we) Ios (wu) BY (4:26) 


ec (u) == Sy (w)8, (w) .F AG Va 1) 0, 6) 





1 
(a) = Bo(u)%(u) FE" (8, 8) 
ungerade Functionen 
; (Fn) - 
Go (uw) = Boo (w)9, (u) (w)8, (u) FY (B5. 0.) 

: (2233) 

5 (u) = 9y(wv)?, (v) FY (6, 9) 
(5 m-1) 

8 (w) = Bor (uw) (uw) FY? (0, 8 


OD (w y Au) (a) BE") (6, 6,). 
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Il. m=t (mod 2), gerade Functionen 
1 — 
O(a) = Soo (we) EF I? (6, 8) 


1 
Eu) = (uF? (&,, &) 


1 
moe», 


A) (w) = Ss(u).F (6,, 6) 


y 


3 (m—3) 


c (w) = Doo (4) 8 Io (u ) P(e) F* (%, 6;) 


ungerade Functionen 


Le m—3) 


O(a) = du) By ( ee) 8, (0) EF? (A,, 0) 


3 (m—3) 


Oy? (Ww) = Boo (tH) Pro (2) By (we) F7 (8, 6:) 


= (m—8) 


e mc By (U) (u) By, (u) F° ie Gh) 


—(m-— 


eto (a) — "o NC A). 


Hierdurch ist die in $ : als Maximalzahl gefundene Anzahl der 
8-Functionen als wirklich existirend nachgewiesen, oder, mit andern Worten, 
es ist gezeigt, dass man stets eine 6-Function m'* Ordnung von gegebener 
Charakteristik so bestimmen kann, dass sie in m — 1 beliebig gegebenen 

unkten eines Periodenparallelogramms verschwindet. urch diese Null- 
Punkten e Periodenparallelogramms verschwindet. Durch diese Null 
punkte ist dann aber auch, von einem constanten Factor abgesehen, die 
6-Function ausnahmslos eindeutig bestimmt. 


$3. Die Theta- Functionen zweiter Ordnung. 


Zu den 6-Functionen der zweiten Ordnung gehóren auch die vier 
Functionen 4,,(24, 2@), und zwar ist ihre Charakteristik (o, A); man 
kann sie daher, da man ihre Nullpunkte kennt, durch die Functionen 
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8, ,(w) ausdrücken und erhält, wenn man einen von # unabhingigen 
Coefficienten durch die Bedingungen (2), (3) bestimmt, die Formeln: (Lax- 


pEn'sche Transformation) 


(o, 2w)#,,(2u, 2) = #,,(u)” + 9,,(u)” 
29,,(0, 2@)#,,(2u, 2) = f, (w)* — 9,,(u)” 


§,,(0, 2«)8,, (2u, 20) = 8, (w)9,, (w) 


8, (0, 2@)8,,(2u, 20) = 8,,(u)8,,(u). () 


Bezeichnet man die Differentiation nach der Variablen « durch einen 
Accent, so erhält man für # — o aus den vorstehenden Formeln: 


f 4 2 
28)(0, 209)9,,(0; 20) = $i, 


Moy (0, 20)” = V0 %o1 


— 
to 
— 

F 


29,,(0, 2@)0,1(0, 20) — 8,04; 


und hieraus: 


(3) 9:1(0, 20) ju 
x Moo(O, 2w)% (0, 2w)#10(0, 2) APTE ES 





woraus hervorgeht, dass die auf der rechten Seite stehende Function von 
« wungeündert bleibt, wenn @ in 2@ verwandelt wird, so dass man den 
Wert derselben erhält, wenn man «c = co, d. h. 4 = o setzt. 

Man findet so aus (3) $ 2 “die bekannte und wichtige Formel 


(4) ORL ==" WSO Dont dus 





() Am einfachsten leitet man zuerst mittelst (2), (3) die dritte und vierte der 


Formeln (1) her. Die beiden ersten folgen dann leieht.aus (6) S 2. 
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Noch weitere Folgerungen lassen sich aus (1), (2) ziehen, wenn man 


2 


2 


; I I ^ 
w durch -» und w durch o und 7 ersetzt. Man erhält so 








In n.n4l 
I o NE rum 
Vdoo do — V2 hoo, =) — v2] P» gi 
‘I e) = Y 2 n.n+1 
vdodı — Piola 2 = /2¢° 2(— q) qe 


wodurch diese Quadratwurzeln als eindeutige Functionen von © dargestellt 
sind. Man erhält daraus noch die nach Hermite mit ¢(@) und d(o) 
zu bezeichnenden Quotienten 














n n.n+1 
— aL Say, 2 
3 ie) 
p(o) = fe = eg 2  — — 
00 p (= n) 2n 
(6) A n.n+1 
Be Be a) 2 
E A roe 
"COR SS 
0, o5 : 


Auf dieselbe Weise wie das Formelsystem (1) lässt sich auch das 
folgende, der Gauss’schen Transformation entsprechende System herleiten: 


Da (0, 2) fs (m, 2) = b (wu) — 81 (w) 


So ( O, 


| ) ( ) = (wu) — (wu) 
D (o. ) Bro (w, 3 == 24, (4) (w) 
(o 2) 


$0, =) Alu, :) E28 (ws). 


() Hermrre, Comptes rendus, tome LVII, 21 dee. 1863. 
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So) 
oa) 


$ 4. Die Functionen 32), ,(n", no) und die Function n(o). 


Die Functionen #9, (nu, no) sind 6-Functionen x" Ordnung, und 
zwar, wenn » ungerade vorausgesetzt wird, von der Charakteristik (g, h). 
Durch Berücksichtigung der Nullpunkte erhält man für dieselben fol- 
gende Ausdrücke: 


y 


8,, (nu, na) PU. C8, (w) II a, (» nF =) a, M o = 
: M / 





= II . 2 a 
9, (mr, no) = (— 1) * O8, (0) Ho (v + 2) 0,.(u — 2) 


n—1 > ^ 
$8, (nu, nw) = (— 1)? €8,, (uw) IL, (u + =) #,, (v —?) 








; = II ; 2 = ER 
S (t, no) = C 1) * C4,,(u) LT, (n +2) alu — 2), 


n—1 


us 
3 


und für die Constante C ergiebt sich mittelst der Formel (4) 


v ‘2y 

x 9.) 
E 2y^ 2 2y\ 
PE MERE) 
BEN uA CN n", 


Nun lässt sich aber durch die Formel (1), (7) des vorigen $ leicht zeigen, 


dass 








n—1 n—1l n—1 


9 9 
Doo dio do 











wenigstens vom Zeichen abgesehen, ungeändert bleibt, wenn & durch 2c 
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ersetzt wird. Man kann also den Wert dieses Quotienten dadurch er- 
mitteln, dass man g — o setzt, und erhält so die Formel 


= n—1 n—1 n—1 n—l 


ES EE 20A d E 9 De CE ary eee 
(2) 2 Zoo Uto re =) oo Yio Yo * 


1, n— T" 


2 











Hieraus ergiebt sich, indem man in (1) das Vorzeichen wieder durch. 
q = © bestimmt: 


y 








n—1 n—1 »—1l n—1 F 
— 3 3 um 5 2y 2y 2y 
(3) Vn Bn (nu, nw) Io dio Poy = 2 * Ay (wu) | Lo. (20.2 + ul, —«) 
E n— t [2 
1, 
2 





aus welcher man die drei andern Formeln leicht ableitet. 
Wir wenden die letzte Formel auf den Fall » = 3 an, für welchen 


. . I 
wir erhalten, wenn wir w, « durch o, 3° ersetzen und (4) § 3 anwenden: 


5 N 3 
(4) Sue 27] 945 2 à 


wonach die dritte Wurzel aus 9, als eindeutige Function von c dargestellt 
werden kann. Man setze 





af n * 
= I (e 2 12 n „sn®+n 
(5) (©) — gus , =) = q^ 3 (— I) q a 
und erhält: 
DJ TP EE ara m 
(6) V: Boy Por Po = 2, u — n(o). 


Die Function y(w), verschwindet, wie aus (6) hervorgeht, für keinen 
endlichen Wert von © mit positiv imaginärem Teil, und ist für rein 
imaginäre Werte von c reell und positiv. Die Gleichung (3) ergiebt: 


I 


(7) ent), (2): 





340 H. Weber. r 





Man schliesst ferner aus den Formeln (2) des vorigen $, wenn 
beachtet dass 
4, (0, o+ 1) = d, 7 (e aE 1) E e" x (e) 

TS 

9,,n(0) = 24 (20)? 

/,N2 
(8) 3,,7(0) = (2) 
cP %.9(@) = =): 
Führt man noch die drei Functionen ein: 
‘o) ı+o ; 

() (20) = (0),  »-»2)—*-(e» a) = m(o), 


man 


so lassen sich durch diese die Hermire’schen Functionen c, dà, 7 folgender- 


massen darstellen: 











x r2 0) 
p(w) = e* 2 23 
e( ») \ 7,(@) 
zo) 
(oO) = = 
elo) 7(@) 
7 (c) —; D ( hla ) = e 2 NOY 1 
x ve(o)?(o Va) 


$5. Lineare Transformation. 


Bedeuten a, 8, 7, © vier ganze Zahlen, die der Bedingung 


(1) ad — pr = 1 
genügen, so lassen sieh die 4-Functionen mit dem Modul 


|f 9o 
(2) ; E a+ Bo 


(‘) Vgl. DEpEKIND: Ueber die elliptischen Modulfunctionen, Journal f. Mathema- 
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und dem Argument 


U 


(3) Ut ce TE E) 


durch solche mit dem Modul © und dem Argument 4 ausdrücken. Man 
findet in der That leicht, wenn À einen constanten Factor bedeutet: 


g rau 9, ,(&,, 0) E Ad, (wu, &) 


——ap 


CO) Cuan AS E ETE) 


1? 


ri, 
REN. RS On PRE LA 
er od) — men AU, euro) 


TU a 
— — (aj +70) 


—rifuu Q ? L5 30+8—aù 4 9 
Cram (uM Oo oe Shelves EURO): 


und durch Anwendung der Formel (4) $ 3 erhält man eine Bestimmung 
von A’. Es soll hier nur 


(5) A! m (— 1/7484 + fo) 


angeführt werden. Aus der ersten der Formeln (4) folgt dann die Trans- 
formation der 7-Function: 


(6) 2 — =) — e = (a + fo) (o), 


worin A eine nach dem Modul 24 bestimmte Zahl ist, wenn wir fest- 
setzen, dass 9 positiv sei, und die Quadratwurzel mit positiv reellem Teil 
zu nehmen ist. Für den besonderen Fall @ = o ergiebt sich direct: 


Ti zi 


(7) z(o--1)—6&"»(e) (wt 7) =e” yo), 


und ausserdem hat man, wie man aus der Annahme eines rein imaginären 
w schliesst: 


(8) i —+) —\=tw7(0). 


- 
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Durch wiederholte Anwendung der beiden letzten Formeln lässt sich die 


allgemeine 


Formel (6) ableiten. Ist A bestimmt, so ist auch A bekannt 


nach der Formel 


(9) 


«iÀ ^ 


A — — ie‘ \— i(a + fo), 


und den besonderen Fällen (7), (8) entsprechend ergiebt sich: 


II: 


Vergleicht 


oder: 


(10) 


Die Zahl 


9,4, © + 1) —e* 8 (wu, v) 





8, (w, © + 1) — e* & (wu, e) 

















8, (wu, © +1)— — &(u, e) 

8, (u, of 1)— &,(u, ©). 
| Riu 
INS PT i — iia. us e) 
aus fe 
Sn 8. (s —*) — V— io 0, (u, ©) 
Se \ 
eT 35 —*)— V— ie S, (uw, ©) 
sie 
295 Sls =) V— 04, ,(u, ©) 


man (9) mit (5), so folet: 


A= fr + af + yo + 1 (mod 2) 


pA=a-+ à (mod 2). 


A, die von den vier der Bedingung (1) geniigenden ganzen 


Zahlen abhingig ist, wird nun mittelst der speciellen Transformationen 
(7); (8) durch ein recurrentes Verfahren bestimmt. Zunächst erkennt man 
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leicht aus (7), dass die beiden Verbindungen aÀ— 7, ßA— 0 nur von 
den beiden relativen Primzahlen a, 8 abhängig sind, und demnach setzen 
wir mit Rücksicht auf (10) 


(11) [f — à — x = — 2(a, ff), 


worin (a, ff) eine von a und A abhängige nach dem Modul 12 bestimmte 


N 


Zahl ist. Da die gleichzeitige Änderung der Vorzeichen von a, f, y, 0 
den Wert von A nicht ändert, so folgt aus (11) 


(12) — a, — B) = — (a, B) (HG) ET 
Da die beiden Functionen 


7 + do y— dps) 
"t + f /? "(= a + Bo; 


für rein imaginäre © conjugirt imaginär sind, so schliesst man aus (6) 


und (11), (12): 
(13) Cre) (gau anod 12). 


Vertauscht man in (6) a, 8, y, 0 mit — f, a, — 9, y und bezeichnet 
den diesem Zahlencomplex entsprechenden Wert von A mit 4 so ergiebt 
die Anwendung von (8) 


(14)  =1 + 3 (mod 24), 


wenn das obere Zeichen fiir ein positives, das untere fiir ein negatives « 
genommen und f positiv vorausgesetzt wird. 

Macht man in der Gleichung (11) dieselbe Vertauschung, so ergiebt 
sich nach (14), wenn mit [2| der absolute Wert von « bezeichnet wird: 


(15) aÀ— y + 8 — 3|a|=2(f, a) (mod 24), 
und aus (11) und (15) 
(16) Az o(2(8, a) — B + 3|a|] + 7{2(a, B) — a} (mod 24), 


wodurch die Bestimmung von A vollständig auf die des Symbols (x, f) 
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zurückgeführt ist. Für die Berechnung dieses Symbols ergiebt sich 
aber, wenn man in (6) © durch «c + 1 ersetzt und (7), (8) und (11) 
anwendet: 


(a, 8) =(a, B) (mod 12), wenn a’ =a (mod f) 
(a, 1) &(o, r) zo (mod 12), 


und wenn man À aus (11) und (15) eliminirt: 


— 
- 
oo 

7 


2a(a, B) + 28(8, e) 2 1 + a’ + * — 3|a|f# (mod 24), 


wodurch dasselbe völlig bestimmt ist. 

Nimmt man in (18) « und f ungerade und positiv an, und vergleicht 
diese Formel mit der aus dem Reeiprocitätsgesetz der quadratischen Reste 
folgenden | 


(19) 2a(“) a 2p(£) = (a + 1)(f + 1) (mod 8), 


a) 


so leitet man daraus her 








Gove EN ae 


(a, +($) — |i 





Vo 
EE 
SS 
S 
i 2 
—_— 
| 


= |= o (mod 4) 


und hieraus schliesst man durch Anwendung des Algorithmus vom grüssten 
gemeinschaftlicher Teiler 





(21) (a, B) m ic (2) (mod 4) 


2) 
= M? / 


eine Formel, die wegen (13) und (17) auch für negative und gerade a 
gültie bleibt. 

Hiernach ergiebt sich ohne Schwierigkeiten das Verhalten von (a, f) 
zu dem Modul 4 auch für ein gerades f aus der Formel (18) und des- 
oleichen für den Modul 3, wodurch das Symbol (a, /) nach dem Modul 
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12, worauf es allein ankommt, für alle Falle bestimmt ist. Wir stellen 
hier das vollständige Formelsystem übersichtlich zusammen. 


(o, 1)=0, (1, o) z 1 (mod 12) 


(— a, B) z — (a, f) (mod 12) 





(a, — 8) z (a, f) (mod 12) 
a, — B)z — (a, B) (mod 12) 
(a, B)-« (mod 3), fg. o (mod 3) 
22 a, f) zo (mod 3), 3= + Y (mod 3) 
P, 3 Í 3) 
(a, B) X — (4) (mod 4), f= 1 (mod 2), £o 
(a, 2) =a (mod 4), B=0 (mod 8) 
(a, = — a (mod 4), B= 4 (mod 8) 


(a, )=0o (mod 4), B=2 (mod 8, Bo 


(a, B) -:2 (mod 4), ß=6 (mod 8), 8o 


A=0(2(f, à) — 8 + 3|e|] + 7{2(a, f) — a! (mod 24). 


‘Das Symbol (a, 3) ist von Deprkixp in die Theorie eingeführt (RIEMANN's 
gesammelte Werke, Erlàuterungen zu No. XXVII und Journal für 
Mathematik, Bd. 83, S. 265). Das vollständige Formelsystem (22) 
welches ich mit seiner Zustimmung hier aufnehme, verdanke ich einer 
brieflichen Mitteilung. Das Symbol ist in der Transformationstheorie der 
elliptischen Functionen kaum zu entbehren und umfasst alle verwandten 
specielleren Untersuchungen. So ergeben sich sehr leicht aus den Formeln 
(10) $ 4 die Hermrre’schen Transformationsformeln für die Funetionen 
e(o), ¢(@), (ve), von denen hier nur die folgenden den speciellen Trans- 
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formationen (7), (8) entsprechenden angeführt sein mógen, aus welchen die 
übrigen durch wiederholte Anwendung folgen. 





— io 





74,(@ ) 


AGEN — e* x, (o), 7 == = V 


(23) $s,(o 3-1) — — *(e) 3, — ~) = = 207, (e) 














7, (o zi 1) = e? y (o), ear) ANS lw 74,(@). 
Jouer up aM Jes N 
£ e d(o)' Ze TT 
(24) d^ (e e 1) E RE ¢(—+) — ¢(w) 
d (o) \ @, 
| lo + 1). — ee) x.) = x(o) 
X J d(o)' X a X ; 


Wenn man die Formeln (4) für die lineare Transformation auf (2) 
$ 4 anwendet, so ergiebt sich die allgemeinere Formel, in welcher a, f 
irgend zwei relative Primzahlen sind: 


y 


n—1 2y( )\ 2 r ^ : 
(2 5) 22 HI s, (EEE) 8,.( »(a + me 8,.( 2y(a + Bo) 


n—1l N V nv 


2 








21 n—1 n—1 n—1 


n?— zi &(a- f je 

— S(a+ Bo 

6 n 2 2 2 
I Bo Bar - 


= 


Ebenso kann man durch Verbindung mit der linearen Transformation 





aus (7) $ 4 die allgemeine Transformationsformel für 
c + do 
N Tarp; 
a + bo, 
herleiten, wenn a, b, c, d ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, 


die der Bedingung ad — be = » genügen. Wählt man nämlich die ganzen 
Zahlen x, y so dass 


a = xa + yc 


26 
v9. B = xb + yd 
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ohne gemeinsamen Teiler sind,( und 7, à so dass 
ad — fy = 1 


ist, so lässt sich die Transformation 


in folgender Weise zusammensetzen 


EL ns 


^ BJ 
MS co — dy, LIN OT 20 


Wenn nun À, À die oben festgesetzte Bedeutung haben für die beiden 
linearen. Transformationen 


a 2 ( ad — br, — id 
" "PH \co — dy, 2 
so folet unter der Voraussetzung eines positiven f und y 


n—3 


c + do 2 
le = 2) n(®) 
n—1 


zi M ———— - : 
acu puit)  mif(a- Im) — a + bo 2v(a + Bo) 
= caf emet! fs TT (et p 


Tb 














wo die Quadratwurzel mit positivem reellem Teil zu nehmen ist. 


(") Dass ein solches Zahlensystem x, y immer existirt, ist leicht einzusehen; denn 
ist p irgend eine in » aufgehende Primzahl, so kann man zunüchst die beiden Zahlen 
Ups Yp so wählen, dass ax, + cyp, bx, + dy, nicht beide durch p teilbar sind, und wenn 
man dann z-— zy, y — y, (mod p); e Z ey, y=yp' (mod p), ... setzt, für alle in n auf- 
gehenden Primzahlen p, p', ... so genügen diese Werte der gestellten Forderung (Vgl. 
KÖNIGSBERGER, Ellipt. Functionen, II, S. 93). 
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^ II. Abschnitt. 
$6. Die elliptischen Functionen. 


Die Quotienten zweier 0-Functionen gleicher Ordnung sind doppelt. 
periodische Functionen, und es ergiebt sich sehr leicht aus den Sätzen des 
§ 1, dass. sich alle eindeutigen doppelt periodischen Functionen, welche im 
Innern eines Periodenparallelogrämms in einer endlichen Anzahl von 
Punkten unendlich in endlicher Ordnung werden, als solche Quotienten 
darstellen. lassen; und da die Differentialquotienten von doppelt peri- 
odischen Funetionen wieder ebensolche Functionen sind, so kann man auf 
Grund der oben nachgewiesenen algebraischen Beziehungen zwischen den 
O-Functionen algebraische Differentialgleichungen für die doppelt perio- 
dischen Funetionen erhalten. Wir betrachten als die einfachsten von diesen 


Functionen die folgenden: 








D 10 dl u) 

9 . 9. (1) 
(1) y == 01 u 

Do v,,(%) 





Die Ableitungen dieser Functionen nach w sind doppelt periodische Fune- 
tionen, deren Zähler und Nenner 6-Functionen zweiter Ordnung sind, die 
sich daher nach $ 2 darstellen lassen. Man findet so durch Nullsetzen 
der Argumente für die Zähler dieser Ableitungen die Ausdrücke 


du) dau) — Hy (0) M1, (1) = Poy (UH) Pro (ew) 
(2) Hola) Box (2) — $5, (20) Do (U) — — To Py, (6) Boo (2) 


Hoo (w)8 (0) — Hy (te) My (a) — — Rd Cu) di (uc). 
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Setzt inan daher 








DH D 
k— = k = — 52 a 
Sl E EE a TES 
(3) 4/5; 4/55 / NE er 
Vk—e(o) VF =—¢(o), VER — y(o), 

so dass 
(4) pe = — TE 2+ kx— 1 
wird, und ferner 
(5) SN BG Ne EC, 
so erhält man für die Functionen x, y, 2 das System von Differential- 
gleichungen 

da 

-— wg 

dv J 

dy 

= == — 2% 
(6) dv 

dz Ps Ens 

— = — ku 

dv ep 
mit den Nebenbedingungen, dass 
(7) ITO) or: oa DEM eU 


sei; und dies System ist also durch die Ausdrücke (1) vollständig integrirt. 
xv, y, 2 heissen die elliptischen Grundfunctionen und k der Modul. Als 
Functionen von v und % werden sie mit 


xz — sin am (v, k) 


(8) y — cos am (v, k) 





à 


2— A am(v, k) 


bezeichnet. Da durch die Nebenbedingungen (7) die Lüsungen der Diffe- 
rentialeleichungen (6) vüllig und eindeutig bestimmt sind, so folgt, dass, 
wenn zwei verschiedene Werte von «c, © und o,, zu demselben Werte 
von K^ führen, die Functionen 


9,4, @) und <8, i(w,, ©.) 
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wenn 
(0, o)u = 9 (0, e,)u, 


ist, für dieselben Werte von « verschwinden, und dass in Folge dessen 
w und c, in der Verbindung stehen 


(9) gd e Ncc 


wenn a, f, 7, 0 ganze Zahlen sind, oder, mit andern Worten, dass die 
Gleichung | | 
g(o = oo) 


die Gleichung (9) zur notwendigen Folge hat.() Es folet aber auch 
umgekehrt aus der linearen Transformation der #-Functionen ($ 5 (4)) 
dass k* immer denselben Wert erhält, sobald © durch ©, ersetzt wird. 
Allgemeiner ergiebt sich aus den erwähnten Formeln, dass, wenn © durch 
irgend einen Ausdruck 


y + do 
(10) a+ po’ ao — py = I 


ersetzt wird, k^ immer in einen der 6 Werte 


I I k° ki? 
NEE p 





(11) Rh’; Rs 


übergeht, und dass auch umgekehrt, sobald ç(w,) einem dieser 6 Werte 
gleich wird, w, ein Ausdruck von der Form (10) sein muss. Eine sym- 
metrische Function der 6 Grössen (11) hat also die Eigenschaft, unge- 
ändert zu bleiben, wenn für « eine der Substitutionen (10), die wir in 
üblicher. Weise durch 

hy Jes 

ie 5 


bezeichnen, darin ausgeführt wird. Jede solche symmetrische Function 





(' Vgl. DEbEKIND, Journal f, Mathematik, Bd. 83, S. 266. . 
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ist aber rational ausdrückbar durch die Coéfficienten der rationalen Func- 
tion 6°" Grades: 





zwischen denen die Relation besteht (aus € = 1) 
24— B — 5 


(1 — kk'?)5 
x A = 6 — ee 
Hiernach kónnen wir alle diese symmetrischen Functionen rational aus- 
drücken durch die eine 


(1 — BR)? 
(12) iQ ZU pepe 


welche die absolute Invariante des Systems doppelt periodischer Functionen 
genannt wird. 
Nennen wir zwei Zahlen ©, ©, dquivalent wenn — * 


ur do 


mu 
u a+ fo à 


ad — By = 1 
ist für ganzzahlige a, 8, 7, 9, so hat die Function /(») nach dem obigen 
die fundamentale Eigenschaft, dass sie für dquivalente Werte von © und 
nur für solche denselben Wert erhält. (?) 

Ausser dieser absoluten Invariante führen wir (nach WEIERSTRASS, 
vgl. die von H. A. Scuwarz herausgegebenen Formeln und Lehrsätze zum 
Gebrauch der elliptischen Functionen) noch zwei andere einwertige Func- 


(*) Die von DEDEKIND l. e. eingeführte Valenz, val(«) ist nach dieser Bezeichnung 


J: dieselbe Bedeutung hat das von KLEIN in seinen Untersuchungen benutzte Zeichen J 





27.64 
(Mathematische Annalen, Bd. XIV, S. 112). 
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tionen 9,, 9, ein, die wir die Invarianten schlechtweg nennen, und die 


3 
als eindeutige Functionen von © folgendermassen definirt sind: 


Rene Re 
OS MESES 3 Y»4: 


4 (2 T EEUNES—RE Vi — 27.64 
27 Kk? ee) pains 





eas 


und daher der Bedingung geniigen 
(14) gi — 279; = 16. 


Die Grundformeln für die lineare Transformation dieser Functionen er- 
geben sich mittelst der Formeln (24) $ 5: 


27i 


g,(o 4-1) — e ? 9,0), 
g,(e + 1) = — g,(o) 


9, (— *) = 9,(0) 


S 7. Der Modul und die Invariante als unabhängige Variable. 


Während in den bisherigen Betrachtungen der Modul k? und die 
Invariante (vo) als Functionen von & betrachtet wurden, wollen wir 
jetzt umgekehrt das Periodenverhältniss © als Function der ersteren unter- 
suchen. Am vollständigsten geschieht dies vermittelst der Darstellung 
durch hypergeometrische Reihen. Da diese Darstellungen aber für unsern 
Zweck nieht unbedingt erforderlich sind, so wollen wir hier nicht auf 
dieselben eingehen. Dagegen ist es notwendig, die Differentialgleichungen 
zwischen w und 7 aufzustellen, die man sehr leicht aus der partiellen 
Differentialeleichung (S 2 (2)) 





( - 2° . 24 
3 = A 
/ ou? 4 ow 
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ableiten kann. Wenn man die letzte Gleichung (2) § 6 nach w differen- 
tiirt und dann w — o setzt, so folgt nach (1): 


(2) dk? = — dk? = zi E kdo, 
woraus dureh einfache Rechnung folgt: 


gu Bir 2*gidg, TE 3c: 25g, dg, 
(3) dj 
9: d: 


5 





L9 


.y2n(o)'do. 


Stellen wir also die complexe Variable 4? in einer Ebene dar, so 
findet für die Function w eine Verzweigung nur statt in den drei Punkten 


Dolo k? — r, =o, 


und die verschiedenen Werte, welche « für einen und denselben Wert 
von A? erhält, sind alle in der Form enthalten 


27 + do 


(4) a+ 20e ad — 4Br er 


Desgleichen folgt aus (3), dass © als Function von 7 betrachtet nur in 


den Punkten 
NS = UE 27-04 


verzweigt ist, und dass alle Werte, deren c für dasselbe 7 fähig ist, in 
der Form 


7 + do < 
(5) a+ fo’ "o —— Pr = I 


enthalten sind. 
Nun folgt aus (6) $ 6 


(6) i= | da 
[ y(ı — e1 — k*a*) 


0 








wodurch ve als Function von +, wenn auch nicht eindeutig, dargestellt 


Acta mathematica. 6. Imprimé 18 Décembre 1884. 45 
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: A E d 2 jJ. E n 

ist. "Für $9 — J£, w=. -hat-4-:den" "Wert, 7, und Für De HT 
I = D à / 

wo = z( + w) den Wert 1:/, und darnach ergiebt sich aus (6) 











aO = Eo room 
. ya — alt — kl») 


In (7) sind die Integrationsweee und die Vorzeichen der Wurzeln dadurch 
völlig bestimmt, dass man in der w-Ebene, etwa den Seiten des Perioden- 





AU IN "EI 
parallelogramms parallel von o bis - und von 7 bis - (1 +) geht, und 
die zugehörigen Werte 2, y= yı-a’, 2 = Vi We immer aus den 


Gleichungen (1) $ 6 bestimmt. 
Nimmt man © rein imaginär an, so sind ¢(@), &(o) reell und mithin 


tU positive echte Brüche; und wenn # auf reellem Wege von o bis 


5 sind positiv. (Bezüglich #,, zeigt dies die Reihe 


00* 


unmittelbar, und für die andern Functionen folgt das Gleiche aus den 
positiven Werten von 4%. yi.) Es bleiben also-nach $ 6 (1), (6) auch 
die Variablen x, y, z reell und positiv, und keine derselben hat auf dem 
Weee ein Maximum oder Minimum. 

Hierdurch ist der Integrationsweg für A (làngs der reellen Axe mit 
positivem Werte der Quadratwurzel) bestimmt. Beachtet man ferner 


^x ae M. sa : ij 
dass nach $ 2 (4) für ein rein imaginäres w die Functionen 4, (w ED 
1 I Ae Sits et 1 
I, (ue + $ ]; (a + 3) reell, 4, (wu + y rein imaginir bleiben, so erkennt 
bis 


man, dass, während 4 von (1 + ©) geht, (parallel der imaginären 


Wl = 
12 | = 
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Axe) ww, z reell, y rein imaginàr bleiben; und auch auf diesem Wege findet 
für keine dieser Functionen ein Maximum oder Minimum statt. Man hat 
also auch in dem Integral iA" den Integrationsweg von + bis 1:h längs 
der reellen Axe zu nehmen und zwar mit solehem Zeichen der Quadrat- 





wurzel, dass K’ positiv wird. (V1 —a®=—iye’— ı und ya? — 1, yı— #2? 
positiv.) 

Wenn nun die Variable 4? in ihrer Ebene den Punkt ı (mit Aus- 
schluss des Punktes o) in positivem Sinne umkreist, so umkreisen in der 
x-Ebene die Punkte + 1:4 resp. die Punkte + ı in negativem Sinne; 
und daraus erkennt man, indem man die Integrationswege stetig àndert, 


dass bei diesem Vorgang 
K, oceano ee (= Sey Ge ik’ 


übergehen. Wenn der Punkt £^ den Punkt © (mit Ausschluss des Punktes 1) 
in positivem Sinne umkreist, so geht in der «-Ebene der Punkt 1:/ in 
negativem Sinne nach — 1:4 und umgekehrt. Hieraus ergiebt sich 


ebenso, dass hierbei 


I, LG wan A 2K + ik’ 


übergehen. Wenn wir also c als Function von k^ auffassen, so wird 
beim Umkreisen des Punktes 1 und o 


e) 


Ll — pind im meee 
I + 20 *h 


o in 


übergehen. Da nun alle Substitutionen 


sich aus den beiden 


I2 


LEM 


zusammensetzen lassen, so zeigt sich also, dass ©, als Function von 4° 
aufgefasst, durch stetige Anderung für einen und denselben Wert von £* 


in der That alle Werte von der Form (4) anzunehmen fähig- ist. 
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Lassen wir ferner &? auf reellem Wege nach 1—k? sehen, so erhält 


J den Ausgangswert wieder, während X und ik’ übergehen in 


1 Kt 
/ dx E | da 
; v(r — a*)\(1 — kx”) 1 ae. y(t — e) — kx?) 


d. h. in A’, iK, wie man aus der Substitution 1 — k^? = A"? erkennt; 














demnach geht © in — 1: über. Führt man endlich durch einen halben 
positiven Umlauf um den Punkt : k? in 1:k4° über, so geht 1:/ durch 
einen halben negativen Umlauf nach dem Punkt £4, / erhält seinen ur- 
sprünglichen Wert wieder, und es geht K, ;K' über in 

















1 
> da 
[ = ==) 
v? N 
: Va 7 Wes 1) 
mit positivem Wert der Quadratwurzel. Die Substitution x = Kv, zeigt 


aber, dass diese beiden Werte gleich 

k(K + i’), kik’ 
sind, und dass also c in w:(1 + ©) übergegangen ist. Hieraus schliesst 
man nun, dass es in der j-Ebene Kreiswege giebt, durch welche 


: — I 5 wo 
4» we === jl nm 
(e I [0] 





übergeführt wird, und da alle Substitutionen 
77e 8 
(a 0, 


aus den beiden 
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zusammengesetzt werden können, so folgt wie oben, dass für einen und 
denselben Wert / die Function wirklich aller Werte (5) fähig ist. 

Hieraus ergeben sich nun auf Grund des Satzes der Functionentheorie, 
dass eine einwertige Function einer Veränderlichen, welche überall den 
Charakter einer algebraischen Function hat, notwendig cine rationale 
Funetion sein muss, die folgenden speciellen Theoreme: 

Wenn eine Function von co, als Function von k* aufgefasst, überall 
einen algebraischen Charakter besitzt und 

1? durch. die beiden Substitutionen 


e 


AXE [0] 2 
I + 20 ae 


ungeändert bleibt, so ist sie eine rationale Function von £^; 
2? durch die Substitutionen 


9 o-+ I 


ungeändert bleibt, so ist sie eine rationale Function von /; 
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3° durch die beiden Substitutionen 


eo tag 


ihr Zeichen ändert, so ist sie das Product von gy, mit einer rationalen 
Function von j; 
4° durch — t:@ ungeändert bleibt, durch © + 1 den Factor 


el m NOderEses 


annimmt, so ist sie das Product von g, oder 9 mit einer rationalen 
Function - on /; | 
5 ‚ch die Substitutionen — 1:0, © + 1 beziehlich die Factoren 


Iri 27i 


2 
3 


ge Eodcm — € 


annimmt, so ist sie das Product von 9,9, oder von g3g, mit einer ratio- 
nalen Function von /. 
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III. Abschnitt. 


SS. Das Additionstheorem. 
Ein Product mehrerer -Functionen von der Form 
(1) 0, plete + v)8, nu + 0), lu + v" 
ist eine @-Function von w unter der Voraussetzung 
De 0 (mod 1, o), 


und zwar ist Ordnung und Charakteristik derselben gleich der Summe 
der Ordnungen und Charakteristiken der einzelnen Factoren. Man kann 
daher das Product (1) als ganze rationale Function der 9, , (4) ausdrücken, 
so zwar, dass diese Ausdrücke noch von den Variablen v, v', v”,... abhängen. 
Diese Ausdrücke erhält man aus den Nullpunkten des Productes (1). 
Dies ist die allgemeinste Form des Additionstheorems der @-Functionen, 
aus welehem das Additionstheorem für die elliptischen Functionen folgt. 
Die einfachsten und wichtigsten unter diesen Formeln sind die folgenden 


Ip, (U + V) Mp, — v) = Hy (v) Hy — ee) 
Hyp Suy + — v) = HUT) — 9,,(0)9,,(0)9, (uw), (v) 
Ba dv + V) Foye — v) = HUT) — Frl) Tel‘) 
B, u.c + v) B (U — v) = S09, U) + 95 (v)9,, (0), (w)9 vu), 


aus welchen man durch Division die drei Grundformeln des Additions 
theorems der elliptischen Functionen erhält: 


sinamwcosamv À am v + cos am « Aamw sinam v 





sin am (u + v) = — — 5 
/ I — k^ sinam u” sinam v* 


cos am % cos amv X sin am u À am sin am v Aam v 





(3) cosam(u +») = 


1 — k* sin am u’ sin am v* 


A am 1 A amv + k? sin am u eos am % sim am v eos am v 





A am (v + v) = 


I — k* sinam ?? sin am v* 


e 
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89. Multiplication der elliptischen Functionen. 


oy à E a 5 \ 
Die Function 9, (nu) 


ist, wenn n eine ganze Zahl ist, eine 6-Function der Variablen # von der 
Ordnung #°, und ihre Charakteristik ist bei ungeradem n (g, h) bei ge- 
radem n (o. o). Es lassen sich daher aile diese Functionen nach § 2 
I. II rational durch die Functionen 4,,(») ausdrücken, und wir wollen 
diesen Ausdrücken im Hinblick auf die elliptischen Funetionen die fol. 
gende Gestalt geben: 


[957—309 (modo 2) 


E BAT) Imre) 


— ht) (te) a) (te) rad) 


00 





a MP x rd OF , 

ordo CL), eee DSL Gun) Aat) = 

0, — n= io 

Er u? 

n= \ Dy Doo 

“5 Bs (nu ‚= Don Der j 9, ( ee: Hy, | NU 

n La Vio 

nz f € € f 2» / ap NRS—2vV Poo 
EO (an) em e EC Ed AC 

‘ 1 E 


0. —n° 
» 


I w= bod >) 





8 2 tee) fa) = (Uy Bor ( u)" y 
n N 
) 10 





Su ot) 94 (0) 0,8, (y (2) 





» 
42? 
& ^ > \2, \n2—1—9y Yaw 
951 ; D NU) = Sy (wu) > CM, ( u / F LT (u / Nur 5 
0, des Mio 


2 


Ss nu) = (a) u dia) dy Quy en, Doo 


cud 422 
i n= 1 Ho 
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oder indem man die elliptischen Functionen z, y, z ($ 6) einführt: 
III. »-o (mod 2) 
jos! Sy (nu) 


& r2 
Ayo Jn(u)" 


Yor Sro(nu) Sha Bis gs C 
7 ee. — y* == AM . v ds = 


D ne 
yo a u Ju \ / 


od (nac) > 2 72.2 
= ol RUN 2 = Loar” = Cr’, ka), € = I 
Foo gi (t) | 


27 99 (ar) d ” u : 
jn LE, — > da" -— DIE, 162), d. — I: 
Il ; 


IV. n=r (mod 2) 


2 
oo Yo — Hy (n2) 
S 4 9» . eS 
2 = 2 Lae" = «Ala, k?), a 
Vio D u) d 





5 (mu T 218545 
3. ici = yz ba = y B(x", k^), b, I 


ou Hos (nu) d 1 5 : 
= —— = 22 ca = 2C (m^. de, Ai 


4 = 
Moy Boi Cu)" 


n2—1 Boy (nu) 9, 9 94 
Bn ———5— dx” = D(a, 1), d 
o (i) : ; 
Da von den vier Functionen #, (nu), 4, (mw), 9, (nu), 9, (mw) nicht zwei 
für denselben Wert von » verschwinden, so sind die vier Functionen 
A, D, C, D ohne gemeinschaftlichen Teiler. Für die elliptischen Func- 


tionen ergeben sich daraus die folgenden Multiplieationsformeln. 


n=o (mod 2) (mm (mod 2) 
sin am (nv) = WELL . sinam (nv) = m 
(1) cosam (nv) = nos ; (2) cos am (nv) = er 
Aam (nv) = u , A am (nv) = Pe : 
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Das Additionstheorem liefert zur Berechnung der Functionen A, B, 


D Recursionsformeln, 
gegebenen Werte A(o), B(o), 


die sich mit Rücksicht auf die in I bis IV an- 


y^ B2 Di — «?2 AC? 


C(o) D(o) leicht ergeben 


24. Db, C JD). 


z 


B3 D? — «WsgA C 


n? 


(3) Cy 2 D? — ka? y?2* AB}, 
240 D: Dy A.D. 
IDs Di — k*x*y'z* At, 
— pi — k'x*A*, 
ou = Ye ADN AC T 94, aD. OLB 
— AyD. JB, Ch A gia A. cu D n0, B;, 
(4) a S IDE SB ste A dut CCE 


’ 1 Y 
Cova — COD Ds, TEE 


Aus diesen Formeln 
ganze 


LE 


schliesst 
rationale Functionen von 4 


24297 2742 2 
Kop aA Ar: 


man, 


n=o (mod 2) 
n= 1 (mod 2) 
n=o (mod 2) 
n=1 (mod 2) 
n =o (mod 2) 


n=1 (mod 2) 


n =o (mod 2) 


n- 1 (mod 2) 


2,,2,,2 - 5 
k x aM Lb. Basing 


dass die Coéfficienten a,, b, c, d 


y y 


sind mit ganzzahlisen Coëfficienten, 


und zwar höchstens vom Grade »; denn in den ersten Fällen x» = 1, 


n — 2 haben diese Eigenschaften statt, 


und aus (3) und (4) folgen die- 


selben unter der Voraussetzung dass sie für 2 und » + 1 richtig sind, 


für 2» und 2x» + 1. 


Zwischen den Functionen A, B, C, D bestehen die Relationen 


T = n ay? A? 


D? = x?A°? + yp 


Acta mathematica, 6. 


= C kA. 


== k°?x° A? + AC 


Imprimé 20 Décembre 1884. 


= 


n=o (mod 2) 


ı (mod 2), 
46 
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ferner wenn 2 ungerade ist: 


(6) A(x") =(—1)* (5) BS) 
ze )*( pu) el >) 





tole 


wie man nach $ 2 (4) findet, wenn man in II x ersetzt durch « + 


D | & 


e I 
u u = =} 


8 10. Teilung der elliptischen Functionen durch 2 
und die Potenzen von 2. 


Die Teilungsaufgabe, d. h. die Berechnung von 


. 1L U u 
sin am — , cos am — , A am — 
it dL i 
aus den als bekannt vorausgesetzten Werten von sinamw, cosamu, Aamu, 
besteht in der Auflésung der Gleichungen (1), (2) $ 9 in Beziehung auf 
v, y, 2. Diese Aufgabe erfordert eine andere Behandlung für ein gerades 


und für ein ungerades #. Wir behandeln zunächst die Teilung durch 


2() wofür, wenn 


. v v v 
x — sinam, y = cosam- , qm Aam- 


gesetzt wird, sich die Gleichungen ergeben: 





. À 22.42 
SIN am 9 = ——__ x 
i I — kx 
A cae 
(1) cosamv = E m 
i k°æ?y? 
Aam Ve = — 
E jiu 





() ABer, Oeuvres éd. Synow I, S. 292. 
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von denen die beiden letzten Gleichungen zweiten Grades für x^ sind, 
die aber nur eine gemeinschaftliche Wurzel haben; denn die Wurzeln der 
ersteren sind 


9 
. vU E v n 
sinam- , sin am C + K) 
2 7 


die der letzteren 


: v : v EN 
sinam- , sin am E +kK+ ik ) 3 


Man findet nun leicht: 











2y? 22° 
I + cosamv = ———;4; 1 + Aamv = ——— 44 
IDEE I— k*a 
(2) T . 
242 A ud 2L a?g? 
sam = ———— ; I — Aam 9 = —— 714 
I— k’x* I— k’x* 


und daraus 








DE EY xm — Aamv 
; RITE I + eosam v 


y À amv + cosamv ‘Name e A amv + ¢ cosam v 
Ve GM Áo SSS , 2 = = 
; I + Aamov ^ I + eosam v 


Jedem dieser drei Wurzelzeichen kann das doppelte Vorzeichen beigelegt 











werden; aber es besteht zwischen denselben nach der ersten Gleichung (1) 
noch eine Relation, durch welche eines der drei Zeichen durch die beiden 
andern bestimmt ist. Die so erhaltenen vier Wertsysteme haben die Be- 
deutung 


sinam 5? cos am © ) A am = 

sin am (5 + 2K); cos am G + 2K), A am? + 2K) 

sinam (5 + nik), cos am (5 + zik), A am (5 + 2iK') 

sin am e TK =|" iK') cos am C +2K + zik); Aam(; +2K+ 2K’). 
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Es ergiebt sich hieraus, dass man die Teilungsaufgabe für beliebige Po- 
tenzen von 2 durch eine Kette von Quadratwurzeln auflösen kann, und 
wenn man daher die Teilung durch ungerade Zahlen als gelóst voraus- 
setzt, so erfordert die Teilung durch beliebige gerade Zahlen nur noch 
das Ausziehen von Quadratwurzeln. Wir beschäftigen uns daher im 
Folgenden nur noch mit der Teilung durch ungerade Zahlen. 


§ 11. Teilung durch eine ungerade Zahl. 


Setzt man 


. v v 
v= simam-, i = cosam- ; z= Aam- ; 
TU a Ti Ti 


so ergeben sich zur Bestimmung dieser Grössen aus $ 9 (2) die Glei- 
chungen: 
D(x^)snamv — zA(z*) = o 


(2) D(x”) cosam v — yB(x°) = o 
D(x’) Aamv — zC(z?) = o, 


deren jede in Bezug auf die Unbekannte x, resp. y, 2 vom Grade n° ist. 
Durch die letzten dieser Gleichungen kann aber, falls man nicht nur 
smamv sondern auch cosamv und Aamv zu den gegebenen Grössen rechnet, 
y, 2 rational durch die Unbekannte x ausgedrückt werden, (') so dass man 
für die drei Unbekannten x, y, z nur »? verschiedene Wertsysteme erhält, 
welche die folgende Bedeutung haben: | 





A /v uK + AuiK" 
LT, ” = sinam ( u 4 4 ) 
Pl n 





RE (v Án 
(3) 3 Yan = cosam (4 -— ) 


cua X ara ( JET 4uK + Au'iK ny 


n 





() Auf der Benutzung dieses Umstandes beruht der Fortschritt, den JACOBI gegen 
über der ersten ABEL schen Lösung des Teilungsproblems gemacht hat. ABEL, Oeuvres 
éd. Synow I, S. 204. JacoBr gesammelte Werke, S. 243, 403. 


cU 
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worin p, p' je ein vollständiges Restsystem (mod ») durchlaufen. Rechnet 
man nun die Gróssen 


(4) sinam »  cosam- 
Y, 


, 


n 


Ap apti pK api Aa PIECE AK 
Ti 1 


deren Bestimmung Gegenstand des nächsten Paragraphen sein wird, zu 
den bekannten Grössen, so kann man in Folge des Additionstheorems 
jede der Wurzeln x, durch jede andere rational ausdrücken. Wenn aber 


Tp. = len A) 


ist, so ergiebt sich aus der Bedeutung der Wurzeln (3) 


Ty, (Ae EE n. n (æ,, y' ) EG Fit. [74s (xo, o^ 


und also 


FE, v (x ) — ER y’ JU (x). 


Die Gleichung vom Grade 5^, deren Wurzeln die x, sind, ist also (nach 
Adjunction von sinamv, cosamv, Aamv und der Grössen (4)) eine 
AgeL’sche Gleichung und daher algebraisch auflósbar. (ABEL, Oeuvres 
éd. Syrow. I, S. 132.) 


S 12. Die Teilung der Perioden. 


Die noch zu lösende Aufgabe besteht nun in der algebraischen Be- 
stimmung der Gróssen 





(1) $,, = sinam 


Au K + Ag iKC 
us ee m 
oder in der Teilung der Perioden. Diese Grössen sind die Wurzeln der 
Gleichung 


(2) zA(z2°) — 0 
und die beiden anderen 


4uK + 4uviK’ 


Yy,n = COS AM — 


gu. m ME + AuTEC 
2.0 — eam Pe C. 


n 
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kónnen durch diese rational ausgedrückt werden durch die Gleichungen 








(3) Y = Be) d — 


Aus den Wurzeln der Gleichung A(x°) = o lassen sich ferner die Wurzeln 
der Gleichungen B(x’) = o, C(x*) — o, D(z?) — o nach den Formeln 
(6) $ 9 rational bestimmen, deren Bedeutung ist: 


sin am CORR UE iu : sin am Mp + DATEN DEN 


TU La 








Au K + (Au + 1)ik’ 


iL 


sin am 





und hiernach sind durch Auflösung der Gleichung A(.°*} = o, welcher 
alle Functionen von der Form 


2uK + S 2 
7 


r?-— (sin am — 
(2 


m . I . A. 3 
genügen, die sàmmtlichen Grossen 


2 pK + ga 2 
ON  — — 
N 


bestimmt, wenn y, p irgend ganze Zahlen sind. 


i 


§ 13. Die Galois'sche Gruppe und die irreductibeln Factoren 
der Teilungsgleichung. 


Die Grössen x, „ sind algebraische Functionen von k?, welche mit 
Ausnahme der Werte o, 1 für alle endlichen Werte von k? endlich und 
stetig sind. Durch einen positiven Umlauf von k^ um einen dieser sin- 
gulären Punkte geht nach $ 7 


mr Uber may ds is 


Also geht beim Durchlaufen irgend eines Kreisweges 


. 1 < us 
T, p' in x an+26p", 27u+0u 3 a0. — Afr = ! 
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über, oder auch, da die Zahlen y, y nur nach dem Modul » bestimmt 
sind 
a in a ad — fly = 1 (mod x), 


an Be, yon! 9 


Py pe 


und es lässt sich der Weg so bestimmen, dass die vier Zahlen a, A, y, 0 
irgend welche der Bedingung 


(1) ad — fr =1 (mod ») 


genügende Werte haben. 
Wenn daher eine rationale Function von k’ und den Wurzeln x, , 
die Eigenschaft hat, durch alle Substitutionen 


7 74 
(2) TRS bres 
an + Bu, ve + On 


die wieder mit 
for 2 
URS! 
0 


bezeichnet sein sollen, ungeändert zu bleiben, so ist sie (nach $ 7) rational 
durch &^ ausdrückbar, und umgekehrt hat jede rational durch £^ aus- 
drückbare Function diese Eigenschaft. Der Inbegriff der Substitutionen (2) 
bildet also die Garorssche Gruppe der Teilungsgleichung A(x”) = o. 

Es ist dies aber nur die sogenannte Monodromie-Gruppe, d. h. es ist 
nur dann die Gruppe der Gleichung, wenn als Rationalitätsbereich der 
Inbegriff aller rationalen Functionen von A? betrachtet wird. Es bleiben 
aber noch die beiden Fragen zu beantworten: 

i. Welche Zahlenirrationalitäten müssen adjungirt werden, damit 
die Monodromiegruppe die wirkliche Gruppe der Gleichung sei. 

2. Welches ist die Gruppe der Gleichung, wenn überhaupt irratio- 
nale Zahlen nicht adjungirt werden. 

Zur Beantwortung dieser beiden Fragen bemerken wir zunàchst Fol- 
gendes: 

1°. Nach dem Additions- und Multiplicationstheorem kann man alle 
X, ausdrücken durch die beiden 


L n! 
ny 


1 


C RF 5 4iK 
XL)» > sinam —, X, ı = Sinam —— 
: n ; N 
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und zwar rational durch 4° und rationale Zahlen. Wenn man in diesen 
Ausdrücken x, , durch x, ,, d. h. K durch AA ersetzt, so geht x, über 
in Le 

2°. Aus den Entwickelungen 


eva 1 + 7 ag ee 
M * qu og ege 


Din 





sin am 4 


y VH 
BER Sea 2) e^ 


iyk yer x" 
T nme 

















aK rp od ver d 
. A I SGP 72 
sina de Oe ot 
n iy k y a Rui 
pam 1) q e n 
2 v+1 
KC x y Eee 
. i I SS LE x 
dna d c WEE » 
N wk v 1 yp 
2o Nig 
folgt zunächst, dass q in eine Reihe nach steigenden Potenzen von 
k* | 
16 


entwickelbar ist, deren Coéfficienten ganze Zahlen sind, und deren erstes 
Glied k*:16 den Coefficienten 1 hat. Daraus folgt dann weiter, dass 


oa 2 
ısınan = = 
n 


sich in eine Reihe nach steigenden Potenzen von 


n Tie 


16 


mit rationalen Zahlencoéfficienten entwickeln lässt. Endlich lässt sich 


> 


= 4K 
4 SIN AM — 
N 
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.2 


in eine Reihe nach steigenden Potenzen von k*:16 entwickeln, deren 
Coëfficienten ausser rationalen Zahlen noch die »* Einheitswurzel 


enthalten. 

3. Wenn nun eine rationale Function der Wurzeln x, ,, deren 
Coéfficienten rationale Functionen von AL? und rationalen Zahlen sind, 
einer rationalen Function r von k^ gleich ist, so genügt r (als Function 
der Wurzeln 7,,,,) jedenfalls einer algebraischen Gleichung, welche rational 
von k? und rationalen Zahlen abhàngt, wnd kann daher durch Multiplication 
mit einer ganzen rationalen Function von k? mit rationalen Zahlcoéfficienten 
in eine ganze Function von k? verwandelt werden. Wir können also auch 
annehmen, dass r bereits eine ganze rationale Function von A^ sei. Mit 
Anwendung von 1. ergiebt sich also daraus eine Gleichung von der Form 
(3) ok”, sin am**, sinam “= =r, 
worin @ eine rationale Function seiner Argumente mit rationalen Zahl- 
coéfficienten, r eine ganze rationale Function von k? mit vorläufig noch 
unbestimmten Zahlcoëfficienten bedeutet. Da nun die Substitution 


/— I, " 
kolo 
zur Monodromiegruppe gehört, so bleibt die Gleichung (3) richtig, wenn 


in derselben die Vorzeichen von 


771 


i 4K " 4 
sinam — , sin am —— 
nw T, 


zugleich geändert werden; und daher zerfällt die Gleichung (3) in zwei 
andere 


(4) =, 0, 


so dass die Summen der Exponenten von 


4iK 


n 








5 AK - 
sinam ~~; sinam 


in der ersten gerade, in der zweiten ungerade Zahlen sind. 
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Nun Jässt sich aber in Folge von (2) die Function 4, in eine Po- 
tenzreihe entwickeln nach steigenden Potenzen von (#*:16, deren Coéf- 
ficienten ausser rationalen Zahlen nur »* Einheitswurzeln enthalten, und 
daher kann auch die Function r keine anderen irrationalen Zahlen ent- 
halten. Derselbe Schluss ist auch dann noch anwendbar, wenn die Function 
® in ihren Coéfficienten x Einheitswurzeln enthält. Damit ist die erste 
der oben gestellten Fragen dahin zu beantworten: 

Die Monodromiegruppe ist die wahre Gruppe der Gleichung, wenn n“ 
Einheitswurzeln adjungirt werden. 

4. Um die zweite Frage zu beantworten, müssen wir in (4) r mit 
rationalen Coéfficienten behaftet annehmen. Unter dieser Voraussetzung 
bleiben aber die beiden Gleichungen (4) bestehen, wenn die Einheitswurzel 


Qri * 
e". die in den Entwickelungen vorkommt, durch eine beliebige andere 


27th 


e" ersetzt wird, wenn wir À zu n relativ prim voraussetzen. (Wegen 





der lrreductibilitàt der Gleichung, welcher die primitiven »'" Einheits- 
wurzeln genügen.) Dies bedeutet aber nichts anderes, als dass in allen 


rationalen Gleichungen zwischen den Wurzeln x die Substitution 


n.n 


ausgeführt werden kann. Da man aber aus dieser Substitution und der 
Substitution (2) alle Substitutionen von der Form 


m i 17 'a tb 
(5) P + bu. cu + N fe ( Oz 2 


in welchen ad — be zu n relativ prim ist, (würde ad — be einen Teiler 
mit » gemein haben, so würden die Ausdrücke ay + bp, cu + dy’ nicht 
im Stande sein, alle Zahlenpaare p, y! (mod ) darzustellen und (5) würde 
nieht die Bedeutung einer Substitution haben) zusammensetzen kann, so 
folet, dass die Galoissche Gruppe der Teilungsgleichung alle Substitutionen 
von der Form (5) enthält. 

s. Es bleibt noch zu zeigen, dass die Garois’sche Gruppe der 
Teilungsgleichung keine anderen als die durch (5) dargestellten Substitu- 
tionen enthält. Nach dem Additions- und Multiplicationstheorem ist, wenn 
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f.und ¢ rationale Functionen bedeuten (welche 5? und rationale Zahlen 
enthalten) 


(6) X 7, t v = fo n Y, ») 


(7) Linu, mp' — c (x, 10k 


Auf diese Gleichungen kann man jede Substitution der Gruppe anwenden. 
Wenn nun durch irgend eine dieser Substitutionen ‚(1, o) in (a, 6); (o, 1) 
in (b, d) übergeht, dann geht wegen (7) (m, Oo) in (na, pc), (o, y) in 
(pb, wid) über, und wegen (6) (p, y) in (au + by’, cp + dp); also sind 
alle Substitutionen der Gruppe in der Form (5) enthalten, wnd der In- 
begriff aller Substitutionen (5) ist die Galoissche Gruppe der Teilungs- 
gleichung. (') 

6. Durch die Substitutionen (5) bleibt der grésste gemeinschaftliche 
Teiler der beiden Indices y, p' und » stets erhalten und daraus folgt, 
was auch leicht direct einzusehen ist, dass die Teilungsgleichung in ratio- 
nale Factoren zerfällt, in der Weise, dass alle diejenigen Wurzeln luus 
in welchen y, y’ einen und denselben grössten gemeinschaftlichen Teiler 
mit m haben, einer besonderen rationalen Gleichung genügen.  Diejenige 
unter diesen Gleichungen, für welche y, 5], » ohne gemeinsamen Teiler 
sind, wollen wir die eigentliche Teilungsgleichung für den Divisor » nennen. 
Die anderen x,, sind zugleich Wurzeln von niedrigeren Teilungsglei- 
chungen. Um den Grad der eigentlichen Teilungsgleichung zu bestimmen, 
hat man nur die Anzahl derjenigen Paare nach » incongruenter Zahlen 
|i, || zu bestimmen, für welche », p, y’ ohne gemeinsamen Teiler sind. 
Bezeichnen wir diesen Grad für den Augenblick mit 7(#), so ergiebt 
sich zunächst, wenn m, n relativ prim sind: 


x (mn) = y(n)r (n). 


() Die Monodromiegruppe der Teilungsgleichung ist von C. JORDAN untersucht, 
weleher auch den in No. 5 behandelten Teil der Frage, naeh der algebraischen Gruppe 
zuerst erledigt hat. (Traité des substitutions, S. 342.) Die vollständige GaLois sche Gruppe 
der Teilungsgleichung ist zuerst von SYLOW auf einem von dem unsrigen verschiedenen 
Weg bestimmt worden. (Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet i Christiania, 
1871.) Derselben Frage ist endlich eine Arbeit von KRONECKER in den Monatsberichten 
der Berliner Akademie vom I9 Juni 1875 gewidmet. 
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und wenn m eine Potenz einer Primzahl p ist: 
^ 4 — 2 I 
y(m) = m (1 oh 
woraus allgemein folgt: 
De : ih \ 
(8) zn) = I]: —5) = 0090. 


wenn 


(9) en) n [[(: ul 


die Anzahl der Zahlelassen (mod) bedeutet welche zu n teilerfremde 
Zahlen enthalten, und 


(10) $(») =n J] (1 +5) 


ist, worin p jedesmal die sämmtlichen in » enthaltenen Primzahlen durch- 
làuft. 

7. Die Garors'sehe Gruppe der eigentlichen Teilungsgleichung ist 
genau dieselbe wie die oben bestimmte der uneigentlichen; denn sie be- 
steht aus denjenigen Substitutionen der letzteren, welche (p, #’) verändern, 
', n ohne gemeinschaftlichen Teiler sind. Dies thut aber jede 
dieser Substitutionen (mit Ausnahme der identischen); denn die Substitution 


LES 

i d ) 

verändert (1, o), (o, 1) in (a, c), (b, d). 
Die Anzahl der Substitutionen dieser Gruppe ist 


wenn p, ft 


ng (n)*d (n). 


8. Die eigentliche Teilungsgleichung ist irreductibel in dem Gebiet. der 
rationalen Functionen von k^. Denn man kann selbst in der Monodromie- 
gruppe eine Substitution finden, welche eine beliebige Wurzel (y, p) der 
eigentlichen Teilungsgleichung in eine beliebige andere (v, v’) überführt. 
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Denn wenn y, w und ebenso », v’ ohne gemeinsamen Teiler mit n ge- 
geben sind, so kann man immer die Zahlen a, 8, 7, 9 den Congruenzen 


au + Bu =» 
ye sg my (mod n) 
pp 


entsprechend bestimmen. (Es genügt, (p, y) = (1, 0) anzunehmen, wobei 
die Môglichkeit dieser Congruenzen sofort in die Augen springt.) 


8 14. Zurückführung der Teilungsgleichung auf Transformations- 
gleichungen. 


Die Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung lassen sich in fol- 
gender Weise in Reihen anordnen. Man wähle nach Belieben eine der 
Wurzeln 


s; 4n K + Ami K^ : 
qs — Siam (| >— —— | — sinam 2. 
: \ n 


Unter den Wurzeln kommen auch die sàmmtliehen ¢(n) Grössen 
(R,) sin am (s4) 


vor, welche, wenn s ein vollständiges System incongruenter zu » teiler- 
fremder Zahlen durchläuft, alle von einander verschieden sind. Das 
System (R,) wollen wir die erste Reihe der Wurzeln nennen. Ist nun 
sinam 2, in (R,) nicht enthalten, so bilden die e(») (Grössen 


(R,) sin am (s2,), 


welche sowohl von einander als von den Grössen der Reihe (B,) ver- 
schieden sind, eine zweite Reihe; und auf diese Weise kann man fort- 
fahren, bis die sämmtlichen e(n)&(n) Wurzeln in d(n) Reihen von je 
o(n) Gliedern verteilt sind. 

Diese Einteilung in Reihen ist von der Willkürlichkeit in der An- 
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nahme über 2, 9, ... unabhängig; denn es ist die notwendige und 


hinreichende Bedingung dafür, dass zwei Wurzeln 


4vK + AViK' 


ib 


sinam sin am 


Ap K + apiK 
TU ? 
derselben Reihe angehören 


(1) 


denn erstens wenn » — sp, » — sp" (mod n), so ist die Bedingung (1) erfüllt; 
las 


LI 


py! — yy zo (mod »); 


und zweitens da p, pw keinen Teiler mit » gemein haben, so lassen sich 


ganze Zahlen a, f? so bestimmen, dass 
ap — By’ =1 (mod #) 


und daraus folet mittels (1) 


y zs (a — vB)u, y' = (va — v'B)u (mod »). 


Die Congruenz (1) bleibt aber erhalten, wenn auf die beiden Wurzeln 
(zu, p) und (v, v) gleichzeitig eine lineare Substitution angewandt wird, 
so dass die Reihen nicht verändert sondern nur unter einander vertauscht 
werden durch die Substitutionen der Gruppe der Teilungsgleichung. 

Nach dem Multiplicationstheorem lässt sich jede Wurzel der Teilungs- 
gleichung rational (in Bezug auf 4^ und rationale Zahlen) durch jede 
andere derselben Reihe ausdrücken. Es sei nàmlich 


(2) sinam (sv) = f,(sinam v); 
dann ergiebt sich, wenn sinam (s£) die Wurzeln einer Reihe sind: 
(3) sin am (ss' 2) = ff. (sinam 9) = f, f. (sin am Q), 


woraus man mit Hilfe des schon oben benutzten ABEL'schen Satzes 
schliesst: 

Wenn man die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer Reihe als 
bekannt voraussetzt, so sind die Wurzeln dieser Reihe selbst durch Wurzel- 
ziehen zu bestimmen. 

Die symmetrischen Functionen der Wurzeln einer. Reihe lassen sich 
rational darstellen durch eine dieser Wurzeln vermittelst eines Ausdrucks, 
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der sich nicht ändert, wenn diese eine Wurzel durch eine beliebige andere 
derselben Reihe ersetzt wird. Jeder solche Ausdruck hat daher nur d'(n) 
verschiedene Werte und ist also die Wurzel einer rationalen Gleichung 
vom Grade 

b(n) =», 


welche wir eine zum Transformationsgrad » (oder kurz zu n) gehörige 
Transformationsgleichung nennen. wollen. 

Jede Transformationsgleichung ist entweder irreductibel, oder sie ist eine 
Potenz einer irreductibeln Gleichung; denn da die Gruppe der Teilungs- 
sleichung transitiv ist, so giebt es in derselben auch Substitutionen, welche 
die Wurzeln einer Reihe in die Wurzeln einer beliebigen anderen Reihe, 
und also eine Wurzel einer Transformationsgleichung in eine beliebige 
andere überführen. Sind also mehrere Wurzeln einer Transformations- 
gleichung einander gleich, so zerfallen die sàmmtlichen Wurzeln derselben 
in Gruppen von gleich vielen unter einander gleichen. Sind aber die 
Wurzeln einer Transformationsgleichung von einander verschieden, so 
erhält man die Garois’sche Gruppe derselben, indem man die Substitu- 
tionen der Gruppe der Teilungsgleichung anwendet; diese Gruppe ist aber 
nach dem eben Bemerkten auch transitiv, und folglich die Transformations- 
gleichung irreductibel. 

(Diese Sätze bleiben, bestehen, wenn man die Gruppe der Teilungs- 
gleichung auf die Monodromiegruppe beschränkt, d. h. wenn man den 
Inbegriff aller rationalen Functionen von A^ als Rationalitätsbereich be- 
trachtet.) 

Durch die Wurzeln einer beliebigen irreductibeln Transfor Inätionsgleiefang 
sind die entsprechenden Wurzeln aller Transformationsgleichungen rational 
darstellbar. 

Sind namlich“ za. 7 
dos V, 
die Summen 


die Wurzeln einer irreductibeln, 4",, 
die einer beliebigen Transformationsgleichung, so gehören 


V CM ccm. ei 


J^ MEE fr, CRE p s. zm 
(4) 


dep ds mn seu = aay 
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zum Rationalitätsbereich. Setzt man also 








so folgt: : 


(5) v. D(z) — Mo Dr) +4 ®,(7;) usw om sp UU. (m) 


worin @'(z,) von Null verschieden ist. 


8 15. Besondere Transformationsgleichungen. 


Die einfachsten. Functionen, welche zur Bildung von Transformations- 
gleichungen benutzt werden kónnen, sind, wenn @ eine rationale Function 
bedeutet, Producte von der Form 


(1) II (sinam s). (') 

1. n—1 = 
Diese Function bleibt offenbar ungeändert, wenn s statt der Werte 
I, 2, ..., na — I ein anderes Restsystem (mod) durchläuft, und also 
auch wenn & durch 74, ersetzt wird, falls À zu » teilerfremd ist. Die 
Functionen sinam s4, sind aber paarweise gleich und entgegengesetzt, und 


à = ig I \ = . 
wenn s die Zahlen 1, 2, 3, ..., „(ar — 1) durchläuft, so haben die Zahlen 


sh, vom Vorzeichen abgesehen, dieselben Zahlen als absolut kleinste Reste. 
Wenn daher M(x) eine gerade Function von x ist, so ist auch das Product 


(2) II $ (sinam s9) 
n—1 
1,=>— 


Wurzel einer Transformationsgleichung. 





(‘) Funetionen dieser Art sind auch dann Wurzeln von Transformationsgleichungen, 
wenn s nur die zu » teilerfremden Zahlen der Reihe I bis » — I durchläuft. Solche 


Transformationsgleichungen sind bis jetzt noch wenig oder nicht untersucht. 


c2 
I 
I 
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Ist aber (x) eine ungerade Function und 
(3) II(2) = II (snam s9), 


n—l 
1, 


2 





so ist in Folge eines zahlentheoretischen Satzes 


(4) IE go — (“ul (2)0); 


also bleibt die Function II (2) nicht ungeändert, sondern kann ihr Vor- 
zeichen ändern, wenn die Wurzel sinam 2, durch eine andere Wurzel 
derselben Reihe ersetzt wird. Diese Vorzeichenänderung ist nur dann 
(für alle Werte von h) ausgeschlossen, wenn % eine Quadratzahl ist, und 
unter dieser Voraussetzung, aber auch nur unter dieser, ist auch diese 
Function Wurzel einer Transformationsgleichung. In anderen Fallen gilt 
dasselbe erst von dem Quadrat dieser Function. 
Wir wollen ins Besondere die folgenden Functionen betrachten: 


$8 E] 


II A am (s)* II eos am (s.)* ll I 
er ren, en ara N EN V 
NS cos am (542) n—1 A am (5) x yt A am (9) cos am(s9)' 


2 EU 











(5) 


sin am (s.2)* 


, 
"^ eos am (s2) A am(sQ) 


2 








die nach $ 12 in der Form (2) darstellbar sind, von welchen die drei 


(*) Vgl. über diesen Satz: SCHERING und Kronecker Monatsberichte der Ber- 
liner Akademie v. 22"" Juni 1876, ferner den ganz elementaren Beweis von SCHERING 
in den Acta mathematica I. Der Satz selbst lautet: Sind », w relative Primzahlen, 
die letztere ungerade, und ist y: die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 


n— 1 
W235 127. mm 





deren absolut kleinster Rest (mod) negativ ist, so ist 


coni 
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ersten allgemein, die letzte falls » eine Quadratzahl ist (sonst deren 
Quadrat), Wurzeln von Transformationsgleichungen sind. 
Nimmt man, was erlaubt ist, in 


A. 40K + Agi 


n 


QO 


we 


ft, [f nicht nur ohne gemeinschaftlichen Teiler mit », sendern überhaupt 
relativ prim an, und ersetzt die elliptischen Functionen durch ihre Aus- 
drücke in den #-Functionen, so kann man die Formeln (25) $ 5 an- 
wenden, und erhalt für die vier Functionen (5) die Ausdrücke: 











n—1 zi n?—1 s 


= — n' (n+ uw) —— " 
Poo Boo, =e / TT 950 (2s) 
1 


n— 








2 








n—1 zi nM 
= — n'(nd-n'e) —— 4 
Va — : I ho (25) 
n— 
3 
(8) 
n—1 ri « À = s 
: — (b+ i o)—— Ae 
Pen p E Du (259) 
n— 
TE 
n—1l zi "(ip p je E 
—— — n'(n-r pw) —— 4 
Pune .—.e‘ ^ [I 8,,(286), 





n—1 
== 


woraus also zu schliessen, dass P», Pi), Ph, Ph, und, falls » ein 


Quadrat, auch P3, Wurzeln von Transformationsgleichungen sind. Das- 
selbe folgt aber auch aus 








pe ah cos am (s) Dod I 
(9) Pip A ams) RUM II A am (s) 
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für diese beiden Quotienten, und aus 


n2?—1 s 


Ue es DE sin am(s2) À am (s2) 
(10) GL (V2) VEE = II cos am (s.2) 








für das Quadrat dieser letzteren Grösse, und falls » ein Quadrat ist, für 
diese selbst. 

Nun ergiebt sich aber noch aus der Multiplication, indem man in 
der letzten Formel IV $ 9 w= 2s@ setzt und das Product über alle s 


von 1 bis —(» — 1) nimmt: 


Nl 


s 


A am (s) 
; D (sin am s") 
n— 


2 


(11) Py = 





und hieraus schliesst man, dass auch P5 Wurzel einer Transformations- 
gleichung ist. Dies lehrt nichts neues wenn » durch 3 teilbar ist; ist 
aber » nicht durch 3 teilbar, also n’=ı (mod 3) so folgt daraus un- 
mittelbar durch Zusammenhalten mit dem vorigen Satz, und mit Rück- 
sicht auf (9), (11), dass auch P,, Py, Py, Pi, und falls » ein Quadrat 
ist, auch P,, die Wurzeln von Transformationsgleichungen sind. 


$ 16. Zweite Darstellung der Wurzeln der Transformations- 
gleichungen. 


Die Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung sind charakterisirt 
durch zwei nach dem Modul x bestimmte Zahlen p, w, welche mit n 
keinen Teiler gemein haben, und die auch unter einander relativ prim 
vorausgesetzt werden kónnen. Es kommt nun darauf an, die verschiedenen 
Reihen, die, wie wir oben gesehen haben, durch eine Gleichung d(n)'” 
Grades bestimmt sind, durch Zahlen zu charakterisiren. 

Aus der Definition der Reihen geht hervor, dass der grósste gemein- 
schaftliche Teiler d von yp’ und » für alle Wurzeln einer Reihe derselbe 


ist. Sei also 


(1) Edu n = ad, 
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worin @ und d als positiv vorausgesetzt sind, und den gróssten gemein- 
schaftlichen Teiler e haben mögen, dessen Quadrat also in » aufgeht. 
Da nun y relativ prim zu a ist, so kann man die Zahlen c und x so 
bestimmen, dass 


(2) po ax + cy, 


worin c jedoch nur nach dem Modul «a bestimmt ist, und z. B. durch 
eine beliebige Potenz von 2, oder, wenn « nicht durch 3 teilbar ist, 
durch eine beliebige Potenz von 3 teilbar angenommen werden kann. 
Aus der Bedingung (1) $ 14 folgt nun, dass zwei Wurzeln der eigent- 
lichen Teilungsgleichung dann und nur dann derselben Reihe angehören 
wenn in 
p = ax + cy 

(3) : 
pl = dy 
die drei Zahlen a, d, c, letztere modulo a, denselben Wert haben. Da 
ft, [/, n ohne gemeinsamen Teiler sind, so muss c relativ prim zu e sein 
und kann daher nur 

a / 

— cie 

; g(e) 
verschiedene Werte annehmen. Jeder dieser Zahlenwerte ist aber auch 
zulässig, und führt bei passender Bestimmung von x, y zu einem eine 
Reihe bestimmenden Zahlenpaar p, y, woraus sich ergiebt 


Y eo = $00) 


wenn die Summe sich auf alle Divisoren a von n erstreckt. In jeder 
Reihe giebt es wenigstens eine Wurzel, für welche »=d (mod ») ist, so 
dass y = 1 gesetzt werden kann. Wir wählen also als repräsentirendes 
Glied der Reihe ein solches aus, für welches 


Ak = au + € E 
(4) 


p d, 


() Diese Gleichung lässt sich leicht auch direct beweisen. (Vgl. DEDEKIND, Modul- 
functionen, l. e. S. 288.) 
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so dass y, yp’ relativ prim sind. Wenn wir nun zwei Zahlen v», »' 


bestimmen, dass 


(5) 


wird, so kónnen wir nach $ 5 die zusammengesetzte Transformation bilden 


= I 


p»! — uu 


Cf 


(6) 


und die Anwendung 


(7) 


Behufs einfacherer Berechnung 


— cv + dy, — «/ No, n 


— ay, I 1536 j 
( 3 


) Cae 
, 
y, v 


der dortigen Formel (28) ergiebt 


/c + do 
EN TASA.) N 

12 \ 

vd ——— 


) 


von #À + À’ kann man 


p=o, y zo, c=o (mod 8) 
annehmen und erhàlt (S 5) 
nÀ + À = 2a(=) — a(d + 1) (mod 8) 


Mt 


4 


n= + 1 (mod 3 


) 


ac (mod 3), 


(8) 


— av’ — x (mod 3), n=o (mod 3); 


die beiden letzteren Fälle lassen sich auch so zusammenfassen: 


nh + X = (t + w’)(n? — 1) + ned (mod 3). 


Setzen wir also: 


= [Cc+ av’ (n?—1) 4- ned] 





(9) p— 
so folgt 
27 (: + =) 
2 2 Jep: a 
on ue 


worin, falls » nicht durch 3 teilbar ist, c — o (mod 24) angenommen 


werden kann, wodurch o = 1 wird. Ist n eine Quadratzahl, in welchem 
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Falle allein die Bestimmung des Vorzeichens in (10) von Interesse ist, so 
ist auch d:e eine Quadratzahl und mithin ist 


(12) Mae, 


4 





Auf demselben Wege leitet man aus den drei letzten Formeln (1) § 4 
die Gleichungen her: 


























1 c + do 
P.P: zm M ear an 
JET 11 wo 2 2 ft — a 7 
\= SL ni t (5) va en = 
\ che’ 2 4 00 
( + da 
ET wl 1 Py, P?, Ka gw notos. | 
C2 NS 3 Rm (7) vd D E 
v kk 2 9 
c+ do 
n— a- ) — — 
I! - yh PıPa _ > ZI at a | 
3 E a1! (7) vd v à 
v Ek 2 d er 


Aus (10) und (12) ergiebt sich aber: 


EXAMS AL ACO Ee 
NÉ Pow Sie =) 
= 


/ 


«c TE de 


ot 
| 
IS) 
| 

















p: $ a 
13 -— ae yee On Sr 
( 3) P2, e (o )" 
5 c =) = 
Dar SENDER 
Pa ES d( © yen » 


Aus diesen Ausdrücken kann auch die Wurzel gezogen werden, und 
durch Anwendung der Hermirn’schen Formeln für die lineare Trans- 
formation der Functionen e, &, y lassen sich die Vorzeichen bestimmen: 
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JN a MS 423 
Va 00 — P [e + do 
dore 
( + e) 
A 9 37 
Pro — 2 a 
(14) sis Nolan Fay 
e(t + mn) 
IPs /2 . a / 1 
ps IE (3) oe)" il ) 


Aus (13) ergiebt sich, dass auch die » Functionen 


(15) AR. 


(worin c an keine Congruenz gebunden zu werden braucht) Wurzeln 
einer Transformationsgleichung sind, die wir die Invariantengleichung nennen 
wollen. 

Dass alle die hier betrachteten Transformationsgleichungen  ver- 
schiedene Wurzeln haben und mithin irreductibel sind, ergiebt sich sehr 
einfach aus dem Verhalten der Wurzeln für g = o. 

Die Invariantengleichung hat die Eigenschaft, dass ihre Coéfficienten 
alle ganze rationale Functionen von j(w) sind. Denn ersetzt man © durch 


o --1i und — 1:0, so geht j(&o) über in /(»o) und x3); und. da 


auch letzteres eine Wurzel der (irreductibeln) Invariantengleichung ist, 
so kónnen sich die Coéfficienten derselben durch diese beiden Substitu- 
tionen nicht àndern und sind daher (nach § 7) rationale Functionen von 
j(w). Da ferner keine der Grössen (15) für einen endlichen Wert von 
J(e) unendlich wird so sind sie auch ganze Functionen von 7 (wenn der 
Coëfficient der höchsten Potenz der Unbekannten = 1 ist). 

Wir werden ausser der Invariantengleichung noch diejenigen Trans- 


(‘) Die Transformationsgleichung für P,, ist zuerst von ScHrÁFLI untersucht 
(Journal für Mathematik, Bd. 72, S. 368). 

Die Function P,,:P,, führt auf die Jacoprsche Modulargleichung. Die Be- 
stimmung der’ Vorzeichen in diesen Formeln führen wir hier nicht weiter aus, da wir 
keinen Gebrauch von denselben machen werden. 
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formationsgleichungen betrachten, deren Wurzeln Potenzen von P,, sind. (') 
Diese Gleichungen sind nicht alle nur von j(&) abhängig, sondern zum 
Teil auch von g, und g,. Die Form dieser Abhängigkeit ergiebt sich 
leicht aus den Sätzen des § 7. Wir heben hier nur diejenigen Falle 
hervor, in welchen die Coéfficienten rationale Funetionen von j werden, 
die man ebenso wie oben findet, indem man w in © + 1 und in — 1:0 
verwandelt. Nennen wir diese Art von Transformationsgleichungen in 
variante Multiplicatorgleichungen, so haben wir die folgenden Sätze. 
Es sind Wurzeln von invarianten Multiplicatorgleichungen: 


11 für jedes ungerade n 
M n=1 (mod 4) 
P n=ı (mod 6) 
(16) » n=1 (mod 12) 
d n eine ungerade Quadratzahl 
PA n eine weder durch 2 noch durch 3 teilbare 
Quadratzahl. 


Da P,, für einen endlichen Wert von © weder Null noch un- 
endlich wird, so sind die Coéfficienten der invarianten Multiplicator- 
gleichung ganze rationale Functionen von j und der letzte derselben ist 
von j unabhängig; oder mit andern Worten: es ist sowohl P, als 1:P,, 
eine ganze algebraische Function von 7.() Aus dem Schluss des $ 14 
geht hervor, dass die in (16) zusammengestellten Potenzen von P,, ra- 


tional durch 


./c + do 

I = 
ausgedrückt werden kónnen, und zwar als ganze rationale Functionen, 
höchstens vom Grade » — 1. Die Coéfficienten dieser Ausdrücke sind 
rationale Functionen von k* mit rationalen Zahlencoéfficienten, und die 


(*) Gleichungen dieser Art sind von F. KLEIN (l. e.) und Krepert (Journal für 


Mathematik, Bd. 87, 88, 95) untersucht. 
(*) Nach Analogie der Zahlentheorie würde eine solche algebraisehe Function als 


eine Æinheit zu bezeichnen sein. 
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Veränderung von w in © +1 und —1:o zeigt, dass dieselben rational 
von j(@) abhängen. Dass auch in der Darstellung durch /(«) nur ra- 
tionale Zahlencoéfficienten vorkommen, ergiebt sich leicht daraus, dass 7( «) 
nach aufsteigenden Potenzen von 4? mit rationalen Coéfficienten ent- 
wickelbar ist. 


§ 17. Die Invariantengleichung. 


Die Wurzeln der Invariantengleichung sind, wie wir oben gesehen 
haben, die Grössen 
./e + do 
Nora)‘ 
a 


Da nun, wenn a, b, c, d vier beliebige ganze Zahlen ohne gemeinsamen 





Teiler sind, deren Determinante ad — be = n ist, eine Substitution 


/ 


4, 2 
Pi 


mit der Determinante 49 — fy = 1 so bestimmt werden kann, dass 


LO 


x > 
C4 v5 9 7. NC5 / 


so folgt, dass die simmtlichen Grossen 
.{e + do^ 
J a + 79. 
Wurzeln der Invariantengleichung sind, dass unter diesen aber nur y von 


einander verschiedene sich finden. 
Es sei nun 


(1) F,(v, u) 


diejenige ganze rationale Function der beiden Variablen 4, v vom Grade 





() Vel. DepeKinp, Modulfunctionen, S 7, 1. c. 


Acta mathematica. 6. Imprimé 15 Janvier 1885. 49 
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d(n)-— v» in Bezug auf v, in welcher die höchste Potenz v' den Coéffici- 
enten (1) hat, welche fiir 


: .f[6 + do 
(2) 4 — (e) v=J (@ x 2) 


verschwindet, und v,, v,, ..., v, seien die Wurzeln der Gleichung 





(3) F,|v, j(w)| = o. 
Ist &' zu n relativ prim so ist d(n)&(n’) = (nn) und das Product 
(4) F,.(v, v,) F,(v, Uy) QE F,:(v, v,) 


vom Grade d&(m») hängt als symmetrische Function der Wurzeln von (3) 
rational von j(@) ab. Zugleich verschwindet dieses Produet für 


.f e 
d) m y) Lor)! 
nn, 


und daher ist dasselbe, wenn man wieder ?(w) durch » ersetzt, identisch 
mit 


(5) Fev, u) 


(mit Rücksicht auf die Irreductibilität der letzteren Function). Hiernach 
kann man die Lösung der allgemeinen Gleichung F,(v, w) = o auf den 
Fall zurückführen, wo » eine Primzahlpotenz ist. 
Betrachten wir ferner die Gleichung 
F = 1, u) = 0 


p? 


vom Grade » == p"?(p + 1), worin p eine Primzahl ist, deren Wurzeln 
Vi) Vas +o», V, seien. Das Product 


(oe P= Fy, v,) € oU») 


ist in Bezug auf v vom Grade p*?(p + 1)? und verschwindet für 


u = J(), ees: (s) v=j E 


7 
“I 
nn 


Es muss daher P durch F,7(v, w) teilbar sein. 
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Ist ferner 








4 m2 ^ 1 
(8) u — j(o), a mm AP exc 2) 


so verschwindet F,(v, v,) auch für 


(9) v= (=) 


Die Vergleichung der Grade giebt alsdann 


F,(v, v)F,(, v)... Frl, wv) ù 
[F (v, u)" 





(10) Fu(v, u) = 


Für z = 2 tritt an Stelle dieser Gleichung die folgende: 


ADs Oh) THEO (ro SERE Fo (CEE) 


(Gea ae 





(10^) Fafv, u) = 
Da die drei Functionen 


(11) | j(20), i$ i +) 





durch die beiden Substitutionen © + I, — 1r:« für « nur in einander 
übergehen, so sind die symmetrischen Functionen dieser (Grössen rationale 
Functionen von /(@), woraus hervorgeht, dass auch für den Transforma- 
tionsgrad 2 die Gróssen (11) die Wurzeln einer Invariantengleichung sind. 
Die Formeln (10), (10^) sind darnach auch auf den Fall p = 2 anwendbar, 
und es ergiebt sich durch die obige Schlussweise, dass auch für ein 
gerades » eine Invariantengleichung (»)"" Grades besteht, deren eine 
Wurzel j(no) ist. Da nun nach § 5 (27) jede Substitution mit der De- 
terminante n 

a, b 

bs » 


388 H. Weber. 


durch Vermittelung linearer Substitutionen aus 


abgeleitet werden kann, so folgt, dass die sämmtlichen Functionen 
.{c + de 
J fy + sa) 
derselben Gleichung genügen. Diese Functionen werden daher durch die 
d (n) verschiedenen Functionen 





erschópft und zugleich folgt hieraus auch für diesen Fall die Zrreductibilität 
der Invariantengleichung. 

Die Function F,(v, u) ist symmetrisch in Bezug auf u und v. Denn 
aus der identischen Gleichung 


F,[j(no), j(v)| = o 


folgt, indem man © durch w:n ersetzt: 


rien (2) -o 


und es ergiebt sich also aus der Irreductibilität, dass F,(w, v) durch 
F,(v, u) teilbar sein muss. Da man die beiden unabhängigen Variablen 
vertauschen kann, so folgt dasselbe umgekehrt, und daraus ergiebt sich 


(12) JUR C TRO) Rast d Cr) 


Darin ist aber (ausser für n = 1) nur das obere Zeichen zulässig, 
da, sonst F,(v, w) für v = u verschwinden würde, was der Irreductibilitat 
wiederspricht. 

Wir schliessen hier noch den Beweis eines wichtigen Satzes über die 
Zahlencoéfficienten der Invariantengleichung an unter der Voraussetzung, 
dass der Transformationsgrad » eine Primzahl sei. 

Die Invariante lasst sich nach ihrer Definition ($ 6) in eine nach 
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aufsteigenden Potenzen von g fortschreitende Reihe entwickeln von der 


Form 
(93) d(o)—g-(x-Feg^--ag--b..)-— q^laq 
worin die Coéfficienten a, ganze Zahlen sind (a, = 1, a, = 744) und in 


eine ähnliche Reihe lässt sich jede Potenz von j(w) entwickeln. Es 
ergiebt sich ins Besondere durch Anwendung des polynomischen Lehr- 
satzes und des für jedes a gültigen Fermar’schen Satzes 


a’ =a (mod p): 


(14) J(o)' = a" Lug” + py 77 Db 


worin die b, ebenfalls ganze Zahlen sind. Und aus (13) erhält man 


(15) j(po) =? Lag’. 


, © 


Setzt man also 


J(o) = u, J(po) = v, 
so folgt 


(1 6) u" — p = pr p—1) > b, q^ ) 
und wenn c, andere ganze Zahlen sind: 


(17) (u aoe v?)(uP ais v) — DA: uS ett — Py? — 49 = pg Fe DD Ce qu. 


0, % 


Es lässt sich aber nach (12) die Invariantengleichung in die Form setzen 


(18) (u — v?)(u? —v) = Le, vu 

0,p 
worin die e,, die zu bestimmenden Zahlencoéfficienten sind, welche der 
Bedingung 


(19) C, s = €, r2 Cp, p = © 


genügen (letzteres weil in der Entwicklung (17) die Potenz g **? nicht 
vorkommt). 
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Zur Bestimmung der Coéfficienten c,, kann man hiernach die Glei- 
chungen (18) auch so schreiben: 


» Lj 5 
(20) (u — or) — v) = 2X X c, (vw + vw) + X c, wv. 
0, p 0, r—1 0,p—1 ” 
Hierin setzt man nun die aus (13), (15) sich ergebenden Entwickelungen 
von vw + vw', wv' nach Potenzen von q ein, welche mit den Anfangs- 
gliedern 


—2(rp+s) 


q , q 


—2s(p +1) 


und mit dem Coéfficienten 1 beginnen. Auf der rechten Seite von (20) 
kommen aber nicht zwei Glieder mit demselben Anfang der Entwicklung vor, 
denn aus 

mpt+s=rpts 


folgt s=s’ (modp) und mithin, da in (20) s<p ist, s=s', r — v. 
Wenn man daher die Coéfficienten derselben Potenzen von q auf beiden 
Seiten der Gleichung (20) einander gleich setzt, so erhält man eine Reihe 
linearer Gleichungen, deren jede folgende nur eine neue Unbekannte c, , 
mit dem Coéfficienten 1 enthalt, so dass alle diese Coéfficienten sich als 
ganze durch p teilbare Zahlen ergeben. 

Es hat also die Invariantengleichung die Form 


"s 
(21) (u —v?)(u? — v) = pa, vu 
0, p 
worin die a,, den Bedingungen a, , = «,,; «,, = © genügende ganze 


Zahlen sind. 

Hieraus ergiebt sich noch mittelst der zu Anfang dieses Paragraphen 
gegebenen Darstellung der Invariantengleichung für einen zusammen- 
gesetzten Transformationsgrad ((4) und (10), dass auch im allgemeinen 
Fall die Coéfficienten der Invariantengleichung ganze Zahlen sind. 
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IV. Abschnitt. 
$ 18. Die complexe Multiplication. 


Die Multiplicationstheorie der elliptischen Functionen haben wir in 
$ 9 auf den Satz gegründet dass 


(1) 8, , (pM, ©) 


für ein ganzzahliges p 6-Finctionen von # und @ sind. Ähnliche Be- 
trachtungen werden sich immer dann durchführen lassen, wenn a und 
pow Perioden der Function @(w, w) sind. Damit dies aber stattfinde, ist 
notwendig und hinreichend, dass vier ganze Zahlen a, b, c, d sich so 


bestimmen lassen, dass 
p =a+ bo 


po — c + do 


(2) 


und dies ist, so lange w variabel ist, nur möglich für 5 = o, e = o, also 
für ein ganzzahliges y. Ausserdem aber können die Bedingungen (2) 
auch dann erfüllt werden, wenn «c einer Gleichung zweiten Grades mit 
ganzzahligen Coéfficienten und negativer Determinante genügt: 


(3) o(a + bo) — c + do. 


In diesem Fall wird y eine complexe Zahl von der Form M + N —n, 
worin n eine ganze positive, M, N rationale Zahlen sind, deren letzte 
nicht verschwindet. Diese Art der Multiplication heisst aus diesem Grunde 
die complexe Multiplication. Die Werte welche in diesem Falle der Modul 
k oder die Invariante j(w) annehmen, sind algebraische Zahlen, welche 
mit den quadratischen Formen von negativer Determinante im innigsten 
Zusammenhang stehen. Die Existenz solcher singulärer Moduln ist zuerst 
von Asget erkannt, der auch bereits den Satz ausgesprochen hat, dass 
dieselben durch Wurzelziehen aus dem Gebiete der rationalen Zahlen ab- 
geleitet werden können (Arer, Oeuvres, éd. SyLow T, S. 377 u. folg., 426). 
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Die vollständige Theorie der singulären Moduln ist sodann von KRONECKER 
in einer làngeren Reihe ausgezeichneter Untersuchungen begründet worden, 
die in den Monatsberichten der Berliner Akademie(') veröffentlicht 
sind. Auch die Untersuchungen von DEDEkIND über die elliptischen 
Modulfunctionen zielen auf eine Anwendung auf die complexe Multi- 
plication, welche durch die Einführung der Valenz (die sich von der ab- 
soluten Invariante j(@) nur durch einen rationalen Zahlenfactor unter- 
scheidet) eine sehr elegante Gestalt annimmt. Im Folgenden soll eine 
Anwendung der Transformationstheorie der elliptischen Functionen auf 
die Ableitung einiger Sätze aus der Theorie der complexen Multiplication 
gemacht werden, wobei nur der elementare Teil der Theorie der qua- 
dratischen Formen vorausgesetzt werden soll, während andere Sätze aus 
dieser Theorie, die von Gauss und Diricarer durch tiefer liegende Hilfs- 
mittel bewiesen sind, aus der complexen Multiplication selbst hergeleitet 
werden sollen. 

Aus den am Eingang dieses Paragraphen gemachten Bemerkungen 
(Formel (3)) ergiebt sich, dass diejenigen Werte von c, für welche die 
complexe Multiplication statt hat, imaginàre Wurzeln von Gleichungen 
zweiten Grades mit rationalen Coéfficienten sind, und zwar diejenigen, 
deren imaginärer Teil positiv ist. 

Auch das Umgekehrte ist der Fall, denn es sei 


(4) Ao? + Bo + C — 0 


eine solche Gleichung, in welcher A, B. C ganze Zahlen ohne gemein- 
samen Teiler sind und 


(s) 4AC — B! — A 


sei positiv; so kann man hieraus in mannigfaltiger Weise Gleichungen 
von der Form (3) herleiten, indem man setzt 


(6) b— Az, a — d — Br, c= — Cx, a+d=y. 
Hieraus folgt 


(7) 2a=y-+ Bz, b — Ar, c= — Cr, 2d = y — Br, 


(^) 29 Oct. 1857, 26 Juni 1862, 22 Januar 1863, I Dec. 1870, 19 Juli 1875. 
16 Apr. 1877, 2 Febr. 1880, 7 Dee. 1882. | 
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und man kann über die ganzen Zahlen x, y so verfügen, dass a, b, e, d 
ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind. Es ist dann 


(8) 4(ad — be) — A — y? a Ao 


und x, y können keinen andern gemeinsamen Teiler haben als 2. Setzt 
man umgekehrt für x, y irgend zwei der Bedingung (8) genügende Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Teiler, so erhält man aus (7) vier Zahlen a, b, e, d 
mit der Determinante 2, welche keinen Teiler gemein haben. Dasselbe 
gilt auch noch für ein ungerades n, wenn x, y den grössten gemein- 
samen Teiler 2 haben. 

Unter diesen Voraussetzungen ist aber 





.fe + do^ : 
(9) J (URS =] - ( a), 


und es genügt daher dieser Wert von j der Gleichung 
(10) Br (wu) =:0. 


Wenn umgekehrt # — (o) eine Wurzel der Gleichung (10) ist, so folet 
daraus nach § 16 eine Gleichung von der Form (9), woraus wieder die 
Gleichungen (7) und (8) folgen. (Vgl. $ 6.) 

Der quadratischen Gleichung (4) entspricht eine primitive quadratische 
Form erster oder zweiter Art, je nachdem P gerade oder ungerade, also 
A =o oder = — 1 (mod 4) ist: 


\ 


(11) AB CJ oder (24, B, 2C) 


\ 


LD | = 


. I . . 
von der Determinante mo oder — A; und umgekehrt entspricht jeder 


primitiven quadratischen Form von negativer Determinante eine Gleichung 
von der Form (4), also ein Wert von w und von j(o), für welchen 
complexe Multiplication stattfindet. 

Ersetzt man eine Form (11) durch eine äquivalente Form, so geht 
auch & in eine äquivalente Zahl über, und /(w) bleibt ungeändert. Ein 
solcher singularer Wert von j/(@) entspricht also nicht nur einer Form, 
sondern einer ganzen Formenclasse. Dagegen entsprechen nicht dquivalenten 
Formen immer verschiedene Werte von j(«). 
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Wir können daher passend die Zahl 7(@) als Invariante der durch 
(11) repräsentirten Formenclasse oder kurz als Classeninvariante bezeichnen. 
Die Classeninvarianten sind ganze algebraische Zahlen. Als Wurzeln 
von Gleichungen (10) sind sie zunächst algebraische Zahlen. Der Grad 
der Gleichung (10) wird bestimmt aus 


Tf. \ . p \ ./€ do» 
I2) F,[J(e), j(o)] = Il» — 1 E ° | 


[| 4 





indem man «c unendlich, ; = o werden lässt. (Vgl. $ 16.) Es ergiebt 
sich hieraus leicht für den Grad y von F,(w, w) falls » kein Quadrat ist 


n 


und falls » ein Quadrat. ist 
y" 
(14) n—22. 


Der Coéfficient der höchsten Potenz von w in F,(u, «) wird durch dasselbe 
Verfahren bestimmt, und ergiebt sich, wenn # kein Quadrat ist, = + r. 
Da man nun über x, y in (S) stets so verfügen kann, dass 7 kein Quadrat 
wird,(') und da, wie früher bewiesen, die Coëfficienten in F,(v, u) ganze 
Zahlen sind, so folgt dass die Classeninvarianten ganze algebraische Zahlen 
sind. (DeprKinp, Suppl XI zur dritten Auflage von DirienLer's Vor- 
lesungen über Zahlentheorie, § 160 ff.) 

Wir bezeichnen nun das Product 


II(u — j(e)], 


ausgedehnt über alle zu einer bestimmten negativen Determinante — » 


gehörigen Invarianten eigentlich primitiver Classen mit 


H,(u), . 





() Ist z. B. z^ + Ay? — n? ein Quadrat und p eine in n aber nicht in = und 
folglich: auch nicht in y aufgehende Primzahl und £ relativ prim zu p. so ist (z + £p) + Ay? 
durch p, aber nieht durch p^ teilbar und also gewiss kein Quadrat, und man kann über 


= noch so verfügen, dass v + £p und y relativ prim sind. 
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und dasselbe Product, erstreckt über alle zur Determinante — x ge- 
hórigen Invarianten uneigentlich primitiver Olassen mit 


Hi (wu). 


(H, existirt natürlich nur dann wenn n=.— 1 (mod 4). . H,, H, sind 
ganze rationale Functionen der unbestimmten Grösse w, deren Grade h, h’ 
gleich den Classenzahlen der Formen erster und zweiter Art vou der 
Determinante — » sind. Der Hauptsatz, dessen Nachweis zu führen ist, 
besteht darin, dass die Functionen H,, H’ rationale Coéfficienten haben, 
woraus schon von selbst folgt, dass diese Coéfficienten, als ganze al- 
gebraische Zahlen, auch ganze rationale Zahlen sind. 

Zunàchst ist leicht einzusehen, dass der Satz richtig ist für //, und 
H;; denn für diese beiden Fälle hat man beziehungsweise 


(15) Din und 6 —-—1-———, 
/ t 


und folglich (nach $ 6 (15), (16)) g,(@) = o resp. g,(w) = o; also ist 


/ 


(16) Hu) =u — 27.64, TA ACER 

Wir nehmen nun an, es sei unser Satz als richtig erwiesen für H,, so 
lange m « n, und für. H,, so lange. m < 4n — 1, und zeigen dass er 
auch gilt für H, und Hj, ,. à 


Wenn die Gleichung (10) £,(w, u) = © irgend eine Classeninvariante 
zur Wurzel hat, so genügen derselben, wie die Gleichungen (7), (8) 


zeigen alle zu derselben Determinante und derselben Art gehórigen Classen- 
invarianten. Die Gleichung (8) ist aber erfüllt für 


und alle andern. Werte von A, für welche (8) noch befriedigt werden 
kann, sind kleiner als diese. Es ist daher F,(w, w) teilbar durch H,(u), 
Hi, Q(4) und ausserdem nur noch durch solche Functionen H,,(w), Hj (4), 


deren Indices kleiner sind als », resp. 4» — 1, und die daher nach Vor- 


aussetzune rationale Coëfficienten haben. 
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Daraus folet also, dass das Product 
(18) THER CODES (0) 


rationale Coéfficienten hat. (Man erhält nämlich dies Product, indem 
man Æ,(u, u) von mehrfachen Factoren und von solchen Teilern befreit, 
die es mit niedrigeren Functionen H,(w). H,,(u) gemein hat.) 


Es ist nun ferner 
4(4n — 1) = y^ + (an — 1)x° 
lösbar (y = 0, 2 = + 2), 


4(4n — 1) = y^ + 4nx* 


nicht lösbar. (Denn aus letzterer Gleichung würde folgen 4n(4 —.w«?)=y?+ 4. 
Es könnte also wegen der positiven rechten Seite x nur — + 1 sein; 
dies ist aber nicht moglich, weil y^ + 4 nicht durch 3 teilbar sein kann.) 
Hieraus folgt, dass 

F5 %) 


durch Hj, ,(u) teilbar, dagegen zu H,(w) relativ prim ist. Und daraus 
ergiebt sich, dass auch H,(w) und Hj, ,(w) rationale Coöfficienten haben. 
Die Gleichungen H,,(w) = o, H;(w) = o wollen wir die zur Determinante 
— m gehörige Classengleichung erster und zweiter Art nennen. 


e 
D 


$ 19. Uber die Beziehungen zwischen den Classeninvariunten 
der verschiedenen Ordnungen. 


A) Classeninvarianten erster und zweiter Art, 
Es seien 


(1) Hu) "0, (2) Ha) —® s 


m 


to 


die zur Determinante — m (welche = 1 (mod 4) vorausgesetzt ist) gehörigen 
Classengleichungen erster und zweiter Art und w =/(@) eine Wurzel 
der ersteren. Dann ist 


(3) Ao? + 2Bo HC=0, 3" — AC = — in zz 1 (mod 4), 
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und man kann B und C ungerade voraussetzen, was zur Folge hat, dass 
A durch 4 teilbar ist. Die cubische Invariantengleichung 


/ 


(4) FF (o, 4) — 0 


hat zu Wurzeln 





(5) y EURE IE 
und wenn 


e) I+o 
(6) on 2 0 Lo — 


gesetzt wird, so hat man respective: 





, I 12 » , r | 2 . 
(0E 20% 4 Ao "+ - Bo' + C=0, Det: B* — AC = — m, zweite Art 
, I 12 , 2 Y 
(7) © —;o. 4407 + 4Bo' + C=o0, Det: 4(B? — AC) = — 4m 
5 I co ES t 5 ) : 
w' = —— —. 440" + 4(B— A)o' + (A— 2 B 4- C) — o. 
Det: 4(B° — AC) = — 4m 


Es ist also nur die erste der drei Gróssen (5) zugleich Wurzel der Glei- 
chung (2), und dieselbe kann daher rational durch /(@) ausgedrückt 
werden. Es sei dieser Ausdruck 


(8) y — Nw) 


7 


Ersetzt man hierin w durch die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (1), so 
ergeben sich daraus die sämmtlichen Wurzeln v = /(’) der Gleichung (2). 
Denn ist v = /(o') eine beliebige Classeninvariante zweiter Art und 


(9) Ao + Bo + C — 0, B? — 44€ = — mz 1 (mod 4) 


: ; BRAY eb tori. 
und sind wieder D, C als ungerade vorausgesetzt, so ist / Go ) eine zur 
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Determinaute — m geliörige Classeninvariante erster Art, weil @ = @':2 


der Gleichung genüst: 
440’ + 2Bo +0 — o. 


Es früet sich nun, ob unter den so erhaltenen Werten von v derselbe 
mehrmals vorkommen kann. 

Um dies zu entscheiden, bemerken wir, dass die Werte von #, welche 
nach (8) denselben Wert von v hervorbringen, sämmtlich der Gleichung 
(1) und der Gleichung (4) genügen müssen, und dass daher höchstens je 
drei dieser Werte einander gleich sein kónnen. 

Ist nun /(w’) irgend einer der Werte v, in welchem o’ einer Glei- 
chung (9) genügt, so sind die drei Wurzeln der Gleichung: (4) 

(wo fo +1 
j\—), j | ——— } 


(10) Then 


und man hat nach (9) die Gleichungen: 


D 20% Aw’ + 2Bo 4 4C — o 
/ I , 2 ) 
(11) e —zo, 440^ + 2bo + C—0 
I + ow 3 
OSS 440° + 2(B — 24)o + (4 — B+ C) = o, 
welche alle die Determinante — m haben. Wenn nun 
(12) — = 1 (mod 8), 


so ist A gerade, und unter den drei den Gleichungen (11) entsprechenden 
quadratischen Formen 


(£3) A AP B, ORO MED) IL Boe E MD 


ist nur die mittlere eigentlich primitiv. Daher senügt von den drei 
Grössen (10) nur die mittlere der Gleichung (1) und die Grössen (8) 
sind alle unter einander verschieden. Daher ist in diesem Falle 


14) jp = We 
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Wenn aber 
(15) — in z 5 (mod 8), 


so ist A ungerade, und die quadratischen Formen (13) sind alle drei. 
eigentlich primitiv. Wenn daher die drei Grössen (10) von einander 
verschieden sind, so ergeben je drei der Grössen # nach (8) denselben 
Wert von v, und es folgt: 


(16) ) hh —-h. 


I 

3 
Es handelt sich also nur noch um die Frage, ob unter den drei 

e RS N . . r 

Grössen (10) gleiche vorkommen, oder ob zwei der Zahlen 


" I 4o 


5 


Dim 


(17) 20, 


äquivalent sein können. Nehmen wir etwa an, es sei 


^ , 
27 + 00 


, 
DER — A1 
24 + Io 


^ o. — 
CO Bye — 1 
so folgt wegen (9) 


559 — Ag, — 27 = Cr, 4Ja—o= Br, 4a+d=y 


16 = y* + mx, 


worin x und y gerade sind. Dies ist aber nur móglich wenn m = 3 ist, 
was in der That eine Ausnahme bildet, da in diesem Falle 


(18) ule 


In diesem Falle sind die drei Grössen (17) äquivalent, und zu demselben 
Resultat kommt man, wenn man von der Annahme der A quivalenz 
zweier anderer unter den Zahlen (17) ausgeht. . 

Da sich bei dieser Untersuchung ergeben hat, dass die Classen- 
invarianten der zweiten Art rational durch die der ersten Art ausdrück- 
bar sind, so werden wir uns in der Folge auf die Betrachtung der Classen- 
invarianten und Classengleichungen erster Art beschränken, auch ohne 
dies immer ausdrücklich hervorzuheben. 
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D) Es sei p eine beliebige (gerade oder ungerade) Primzahl und 


(1) m — pm, 
(2) Hym) = 0; (3), WAHR) "0 
die zu den Determinanten — m, — m’ gehörigen Classengleichungen erster 


Art. Es sei # — j(w) eine beliebige Wurzel der ersteren und 
(4) Ao? + 2Bo + C — o, AC — B? — m = yum 


und A durch p nicht teilbar angenommen, was stets zulüssig ist. Die 
Invariantengleichung 


(5) F,(u, v= 0 


hat zu Wurzeln 








oy, [Qa [e 
(6) v = (po), A + ). (er 
) )> pra 
Setz man nun 
; ot+e 
o = po, ; 
Pp 


so genüot w’ beziehungsweise den Gleichungen 
e e e eo 


Ao" + 2Bpo' + Cp = 


— 
SI 
= 


Ap'o'* + 2(B — Ac)po' + (Ac? — 2Bc + C) = o. 


Diese Gleichungen haben die Determinante — pm und sind alle 
primitiv, ausser wenn Ac? — 2Bc + C durch p teilbar ist. Dies findet 
aber nur für einen einzigen Wert von c statt, den man aus der Congruenz 


Ac — B=o (mod y) 
erhalt: denn es ist 


A(Ac* — 2 Be + €) = (Ac — By + m, 
und es ist für diesen 4c? — 2Be + C durch p’ teilbar. Dieser eine Wert 
von c' genügt daher der MEN 


2 B — ic? — 2Be + C 
(8) OS TR = © 
p p 
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deren Determinante — m’ ist. Daraus ergiebt sich also, dass die beiden 
Gleichungen (3) und (5) eine und nur eine Wurzel gemeinschaftlich haben, 
welche sich rational durch u ausdrücken lässt: 


(9) D —R(w). 

Ist zweitens v = 7(w') eine beliebige Wurzel der Gleichung (3) und 
(10) Ao" + 2Bo' + C — o, AC — B? — m', 

und A wieder unteilbar durch p, so genügt © = pw’ der Gleichung 
(11) ; Ao? + 2Bpo + Cp? = o, 


welche primitiv ist und zur Determinante —m — — pm gehört. Es ist 
also j(@) eine Wurzel von (2), aus welcher man nach (9) /(’) erhält. 
Daraus ergiebt sich also, dass durch (9) alle Wurzeln der Gleichung (3) 
dargestellt werden, wenn man für w alle Wurzeln der Gleichung (1) 
setzt. Man hat nun genau wie oben zu untersuchen, wie viele unter 
den Ausdrücken (9) denselben Wert v ergeben. Die verschiedenen Werte 
von 4, welche dies leisten, müssen zugleich den beiden Gleichungen (2) 
und (5) genügen. Die Werte von x aber, welche für v — j(o") der 


Gleichung (5) genügen sind 


; = -(w + © 
(12) J (po ) ia) 
und wenn man 
= , e ke 
(13) e — pu, Tn 


setzt, so gelten für diese Werte von c beziehlich die Gleichungen 


Ao? + 2Bpo + Cp! = o 
(14) 
Ap*w* + 2(B — Ac)pw + (Ac — 2 Bc + C) = o, 


welche sämmtlich die Determinante — m haben. Unter den Grössen (12) 
werden also diejenigen der Gleichung (2) genügen, für welche die ent- 
sprechende Gleichung (14) primitiv ist. Dabei sind drei Fälle zu unter- 
scheiden: 
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a) Wenn p in m’ aufgeht, so kommt unter den Gleichungen (14) 
nur eie nicht primitive vor, nämlich diejenige, für welche 


Ac — B=o (mod y). 


b) Wenn — m’ quadratischer Rest von p ist, so sind zwei der 
Gleichungen (14) nicht primitiv, nàmlich diejenigen für welche 


Ac — B= + y—m (mod y). 


c) Wenn — m’ Nichtrest von p ist, so sind sämmtliche Gleichungen 
(14) primitiv: 
d) Für p — 2 sind die beiden aus der Congruenz 


Ac — B z * y—m (mod 2) 


gefolgerten Werte von c mit einander identisch und folglich ist für 
p = 2 immer eine unter den Gleichungen (14) nicht primitiv. 

Nehmen wir also vorlàufig an, was wir gleich weiter untersuchen 
werden, dass unter den Grössen (13) nicht zwei äquivalente sind, so er- 
halten wir, wenn wir mit h, h’ die Grade der Gleichungen (2), (3) be- 
zeichnen, das folgende Resultat 








h — ph falls m’=o (modp) oder p—2 
(15) h = (p—1)h' » == Ls 
Pp / 
h=(p+1)h' » C Ps sad 
(p + 1) I 


Es handelt sich also noch darum, ob unter den Grüssen (13) nach Aus- 
schluss der wegen a), b) oder d) wegfallenden zwei äquivalente vorkommen 
kónnen. 

a) Sei also zunächst | 


when Tt Ope’ 
p | AE Spo’ j 


Pro” + (a + Spe — dp*)w' + ac 


so muss wegen (10) 


ad — py. = I 





pj = O, 


(16) fp = Az, a + Ape — dp? = 2Bx, _ ae — yp = Ca 
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sein, und wenn man also 
a — (ipe + dp” = 2y 
setzt, so folgt 


(17) y! + max = p’. 
Hierin ist aber wegen (16) x und folglich auch y durch p teilbar, 


und (17) kann nur für m'- 1 befriedigt werden (da x nicht — o sein 
kann). Ist aber m’ — 1, so ish y=0, x — +p 


a=+pB,° f-— tA, py c Bex C, dp — + B+ Ac, 


und es sind also für m" — 1, pw’ und (w’ + c):p äquivalent, wenn c aus 
der Congruenz Ac — B=o (mod p) bestimmt wird (gilt auch für p = 2). 
f) Es seien sodann 
e +c eo Tc 
P | p 
äquivalent, also 
eo +c yp + do + e) 
p ap + Po + e) 





woraus wie oben folgt: 
f= Az, ape + fec' — yp? — ope’ = Cx 
(18) ap + Bc + fe’ — dp = 2Bx 
ap — Bc + fc’ + dp = 2y 
(19) y! + m'a? = yt. 
Aus (18) ergiebt sich 
(20) Cx = fec", Az =p, 2Bx=f(c+c) (mod p). 
Ist nun z nicht durch p teilbar, so folgt hieraus 
| C= Ace’ 
(21) 2B= A(c + €) (mod y). 
A'"(c — c)? = — 4m’ 
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Die letztere Congruenz ist aber nur dann möglich, wenn entweder m’ 
, 


durch p teilbar, und dann ist ¢ — c, oder wenn — m quadratischer 
test von p ist, und dann ist 





Ac — B zwy—w, Ac — B= — \—m (mod y). 


Diese beiden Werte von c sind aber in Folge von b) von dem System 
(12) oder (13) ohnehin auszuschliessen. Für p= 2 ergiebt sich ohne 
Weiteres nach der zweiten Congruenz (21) ¢=c' (mod 2). 

Es bleibt also nur übrig, dass in (18), (19), (20) x durch p teilbar 
sei und folglich nach (19) m' = r, y = o, x = +». Dann folgt aber 





a= + (B— Ac) fp = + (Acc — Be — Be’ + 0) 
fona à = + (B— Ac). 
Es ergiebt sich also aus der Congruenz 


(22) Acc’ — Be — Bc + C zo (mod y) 


/ 


zu jedem c ein c' (und umgekehrt) ausser wenn 4c — D — o (mod y) (in 
welchem Falle die Congruenz (22) unmöglich ist). Dieser Fall ist aber 
bereits unter a) erledigt. Die beiden nach (22) bestimmten Werte von 
c, c sind nur dann einander gleich, wenn 


(Ac — B)? z — m’ (mod p), 


was aber nach b) ausgeschlossen ist. Das Ergebniss dieser Betrachtung 
ist also, dass unter den Grössen (13) (nach Ausschluss der wegen a), b), d) 
auszuschliessenden) nur dann äquivalente vorkommen, wenn m’ = 1 ist, 
und dass in diesem Falle je zwei derselben äquivalent smd. Die Formeln 
(15) sind also richtig, ausser für m’ = 1, und in diesem Falle treten an 
deren Stelle die folgenden: 


hu: für goo 





LS 
to 
[9] 
— 
= 
| 
"S 
| 
= 
a 
| 
- 
NL 
| 
+ 
MT 





= MENS = e " 
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Hierdurch sind für den Fall negativer Determinanten die Verhältnisse 
der Classenzahlen abgeleitet für solche Determinanten, die in quadratischem 
Verhältniss stehen. (Vgl. Dmucurgr-DrpExiwp, Vorl. über Zahlentheorie, 
$ 100.) 


8 20. Hilfssdátze aus der Theorie der algebraischen Functionen. 


Behufs einer weiteren Anwendung auf die complexe Multiplication 
schalte ich hier die Beweise einiger einfacher algebraischer Lehrsätze ein, 
wobei ich mich bezüglich der "Terminologie und allgemeinen Voraus- 
setzungen auf die ersten Paragraphen der von Deprexinp und mir ge- 
meinsam verfassten Theorie der algebraischen Functionen (Journal für 
Mathematik, Bd. 92, S. 181) berufen kann, ohne jedoch aus jener 
Theorie selbst etwas vorauszusetzen. 

1°. Es sei v eine ganze algebraische Function von w, definirt durch 
die irreductible Gleichung 


(1) F(v,wu)-—w-rav'--av?^--...-F«-—o 


in welcher die «e, «,, ..., a, ganze rationale Functionen von » ‘sind. 
Jede ganze Function M des durch (1) bestimmten Korpers algebraischer 
Functionen ist dann in der Form darstellbar 


w 20v 
(2) M 


worin d eine ganze rationale Function von v und w ist. Der Beweis 
dieser Behauptung ergiebt sich aus Folgendem. Beziehen wir das Zeichen 
% auf die sämmtlichen Wurzeln der Gleichung (1), so ist nach be- 
kannten Satzen 


k y—1 

v v 

——— =: Q0 <k <y— ——— — 
Even er Y pq! 


v v 2 
rot I pq = ea JUN. 


(3) 
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und allgemein, wenn k > » 


m: 


eine ganze rationale Function von w. 
Nun kann man immer, wenn a, %, ... (ganze oder gebrochene) 
rationale Funetionen von w bedeuten 


= y—3 
dir dbwere db 55 25 5h; 


(4) M NY F'( v) f 








setzen und aus (3) erhält man zur Bestimmung der 4, 4» ..., 4, 4 
(5) MEME al oe Os qua EME a, (t5 — Ay) — 4,0, + a, =. 


Da nun die ZM, XveM, Xwv'M, ... als ganze algebraische und zugleich 
rationale Functionen von # auch ganze rationale Functionen von w sind, 
so folgt dasselbe für die Coéfficienten 2, a, a, ... w. z. b. w. 

Auf Grund dieses Satzes kann man also auch setzen 


/, 


7 h j 
M = Ti , AT? = Ta , M? = an VE 
(6) F'(v) | (v) 








worin die ¢,, ¢,, ¢,, ... ganze rationale Functionen von w und v sind. 
Es sei die Function (1) in zwei Factoren zerlegt 


(7) F(v, u) E TOP ERO 
Fi(o) = (0 — 2a,)v— 0)... (0 — 0) = 0 + avt +... + 4, 
F,(v) = (0 — u) — 052)... (0 —0,) = 07 + Bo +... +R: 


0 
ite 


(8) 


Auf Grund von (6) kann man dann, wenn v einen der Werte v, v, ..., tj. 
hat, setzen: 


A un M? un 3 ds 
——— _——, = — 5 = — ——,... 
Fy (v)Fo(v) Fi(v)F:(v) Fi(v)F:(v) 


Setz man nun 


F,(v,) Fy(v») «.. En) = P, 
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so ist P zunächst eine ganze rationale Function der a, 3; und da (durch 
Ausführung der Division F:F,) die £, ganz und rational durch die 4, und 

bestimmbar sind, so kann P auch als ganze rationale Function der a, und 
a,, also auch als ganze rationale Function von w, &, %, ..., a, dar- 
gestellt werden. Ebenso schliesst man, dass das Product 


= 
sc Ro Con) ass s) 
als symmetrische Function der Wurzeln der Gleichung 


F\(v) 


y.— v, 


ganz und rational durch v,, 4, a, ausgedrückt werden kann. Wenn also 





NO €,(v), ¢,(v), ... ganze rationale Functionen von #, v, 4, 25, ..., a; 
RE MEN so hat man für D —: ds. 
ei(v 5 €»(v E 53(v) 
(9) DR ae ge It AR sys toe 
PF (v) PFi(v) PF\( v) 
Die Functionen ¢ können vermittelst der Gleichung 7, — o in die 


Form gesetzt werden 


(19) ex C ie upra MUT 


worin die «P, ci”, ..., c®, ganze rationale Functionen von #, %, 41, ..., % 
sind. Aus (9) und (10) erhält man aber (mit Rücksicht auf | (3) die 
über vj, %, ..., v, erstreckten Summen: 


(Qi (3) 


.() à 
(11) JEMEN LX ME EM:— Lh, 


P "xp 


ten 


und es genügen daher die Werte M,, M,, ..., M, einer Gleichung A 


Grades 
> MA po ER ee 
(12) To M + MW +... TpnaM + = O 
in welcher die Coëfficienten 7,, 71, ..., y, ganze rationale Functionen von 
U, Li, %, +, % sind, und 7, eine Potenz von P. Die Zahlencoéfficienten 


in allen hier vorkommenden Functionen sind rationale Zahlen, wenn sie 
es in der ursprünglich gegebenen Gleichung (1) sind. 
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Wenn nun für einen speciellen Wert #, von a die À Werte 0, V2, ..., v; 
einander gleich, = v, werden, während v,,,, v;,,, ..., v, von v, verschie- 
den sind, so wird P und folglich 7, für « = u, nicht verschwinden, und 
die zu v = v,, %, ..., v, gehörigen Werte der ganzen Function M, (die 
eleich oder verschieden sein können) werden durch eine Gleichung 2” 
Grades bestimmt, deren Coéfficienten rationale Functionen von w,, v, sind. 
Ist ins Besondere v, = 4, so sind die Coéfficienten dieser Gleichung ra- 


tionale Functionen von «,. 


§ 21. Zerfällung der Classengleichung in. Factoren. 


Wir beschliessen diese Betrachtungen mit dem Beweise des schönen 
von Kronecker entdeckten Satzes, dass die Classengleichung H,,(w) nach 
Adjunetion der Quadratwurzeln aus den in m aufgehenden Primzahlen 
in Factoren zerlegt werden kann, deren jeder die zu einem Geschlecht ge- 
hörigen Classeninvarianten zu Wurzeln hat. Es wird sich daraus zugleich 
ein neuer Beweis des zahlentheoretischen Satzes ergeben, dass in jedem 
der möglichen Geschlechter eine gleich grosse Anzahl von Classen ent- 
halten ist. 

1°. Es sei » eine ungerade Quadratzahl > 1, und 


(1) os) (6 
die zu » gehörige Invariantengleichung. | Die Wurzeln derselben sind, 
wenn w — j(®) gesetzt wird 


(2) = (+) 


( 


(auch wenn & variabel ist), ad = n, und c möge =o (mod 8) angenom- 
men werden. 
Nach der Schlussbetrachtung der $ 16 kónnen die Functionen 


EN À (: = FE 
(3) M = (i "ya: He 








rational durch w, v ausgedrückt werden, und zwar mit rationalen Zahlen- 
coéfficienten. 
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2°. Wir wollen nun in (1) für « eine zur Determinante 





m ce- 


hórige Classeninvariante, d. h. irgend eine Wurzel der Classengleichung 


(4) Hur 


setzen, also w einer Gleichung unterwerfen 
(5) Ao? + 2Bo + C — 0, AC — B? = m, 


und wollen darin, was stets erlaubt ist, A positiv und relativ prim zu 
2m und zu m voraussetzen. Es ist zu untersuchen, welche von den 
Werten (2) gleich 4 werden. Dazu ist notwendig und hinreichend, dass 
die ganzen Zahlen a, 8, y, à sich so bestimmen lassen, dass 


6 c+ do NEUES do 
( ) a Do CBE fo’ 





ad — fr = 1. 


Die Vergleichung von (5) und (6) liefert aber, wenn x, y ganze 
Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, deren erste positiv genommen werden 
kann, (da a, f, 7, 9 gleichzeitig mit entgegengesetztem Zeichen genommen 
werden kónnen, ohne dass (6) sich ändert) 


dB = Az, c8 — ao = Bx + y 
(7) P 

da — Bx — y, ca — ay = Cz, 
und daraus 
(8) n= yy + ma’. 


Aus unserer Annahme über A folgt aber 
(9) gi qf nm 


und so können für jedes der Gleichung (8) genügende Wertpaar x, y 
(ohne gemeinsamen Teiler) a, 8, 7, à und c, und zwar letzteres eindeutig 
nach dem Modul », durch die Gleichungen (7) bestimmt werden. 

Es lässt sich auch leicht einsehen, dass zwei verschiedene Lösungen 
der Gleichung (8) nicht zu demselben c führen kónnen; denn durch a, 
P. 7, 0, e sind nach (7) die beiden Zahlen x, y völlig bestimmt, a als 
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der grösste gemeinschaftliche Teiler von 8, a + cf — nd, ca — ny, und 


die Annahme einer Gleichung 


nt do 74 + do 
a + Bo "E EE Fo 





führt, wenn der interesselose Fall m = 1 ausgeschlossen wird, zu «= "an 
B= +fB;,r=+7, = +0. 

Die Anzahl der Werte v, die nach dieser Annahme = x werden, 
ist also ebenso gross wie die Anzahl der eigentlichen Lósungen der 
Gleichung (8), wobei x positiv angenommen werden kann, y aber, wenn 
es nicht verschwindet, mit beiden Zeichen genommen werden muss. 

3°. Die Werte von M, welche zu den gleich « werdenden Wurzeln 
v gehóren, sind nach $ 20 Wurzeln einer Gleichung 


(10) D(M, u) = o, 


welche rational von « und rationalen Zahlen abhängt, deren Grad (in 
Bezug auf M) gleich der Anzahl der eigentlichen Lósungen der Gleichung 
(8) ist. Diese Werte von M kónnen aber in Folge der Gleichung (6) 
nach. § 5 (6) leicht bestimmt werden, und es ergiebt sich, wenn À die 
dort ($ 5 (16)) angegebene Bedeutung hat, nach (3), (5), (7) 


zi(4—3) 


(11) M -—e * (my); 





worin die Quadratwurzel mit positivem reellem Teil zu nehmen ist. (In 
diesem Ausdruck ist von der speciellen Wahl der Classeninvariante « nur 
die Zahl A abhàngig.) 

Es ist nun von Wichtigkeit, zu entscheiden, ob unter den Werten 
(11) solche sind, welche dieselbe 8* Potenz haben. Dazu wäre erforder- 
lich, dass für zwei verschiedene Paare x, y; x’, y von Lösungen der 
Gleichung (8) 

(iam — y) ^ = (i 4m — y)" 


oder, wenn p eine zwölfte Einheitswurzel bedeutet 


(12) yy + vx'm — tvm (ay — yx) = pn. 


Ist nun 


a) 


5 


d) 


Dies ist 
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p = +1, so folgt hieraus sofort 


EN 


[— I + A3 5 5 : Be eo o 
p = + (SS) erweist sich sofort als unmöglich, da in (12) 
2 


der reelle Teil auf der rechten Seite irrational, auf der linken 
rational wire. 

P= 4 = AS, amm — ay) = + 
da » ungerade vorausgesetzt war; es bleibt also noch 
p= Xd; zum + yy — O0, wqm(yr — my) = £2. 


n V3, was unmöglich ist, 


I 
2 


also nur dann möglich, wenn m ein Quadrat und ym in n ent- 


halten ist. Aus der letzten Gleichung ergiebt sich aber noch durch 


Quadriren, mit Benutzung der Gleichungen 


xm +y --mnm, om + y =, xcu + yy’ = 0: 


via 12 at 2) 
n —m(z + x), 


woraus hervorgeht, dass » auch durch m teilbar sein muss, und 


— — = 9 9 n 


E ste x m , y =" 3 Yam, x” oh IAE, 


Unter dieser Voraussetzung wird aber in Folge vom (7): 


J 


(Ac' — bla’ zy 


(Ac — B)xz zy 
(mod »), 


woraus, wenn k, k’ ganze Zahlen bedeuten 


Ac — DB — km; Ac — B — Km 


k — k' =o (mod 84) 


ko Bm. eh ( mod duy 
\ V mM. 


(k — k')xx = + EO (mod = 


m d ym 
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, 


und da x, x’ relativ prim zu n sein müssen, so folst 


aie (mod 8A =): 
ym 


Hiernach ist nun 
e + a | Ac BB + im 2 k+i 


n An n 


A — 


ym 





c+ o — Ac— B - im k + 
ne, An " 





N 
PR 
ym 
und folglich ist M — M'. 
Hieraus ergiebt sich also, dass für keinen der Gleichung (4) genügenden 
Wert von u zwei der vier Functionen 


o(M, u), o(— M, u), DM, u), o(— iM, u) 


zugleich verschwinden können. 
4°. Wir zerlegen nun die als gegeben vorausgesetzte Zahl m in zwei 
Factoren 


(13) m = mmn" 


so dass m" wngerade und durch keim Quadrat teilbar ist und setzen 


(14) D— y = 4m' — m" 
(15) Vit vm — y = 2i ym. + m^ 
(16) = mx” + y? = (4m + m”)?, 


und haben unter dieser Voraussetzung À in der Formel (11) zu bestimmen 
(wobei zur Vereinfachung B gerade angenommen werden kann) Eine 
einfache Rechnung ergiebt 

m'--1 m'—1 


A E = Am —\? 
(17) M — (5) (i "owe + * Vn) : 


m 





Setzt man den so gefundenen Wert von M in ®(+ M, u) ein, so muss 
für jede Wurzel der Gleichung H,(u) = 


O(M, u)=o oder ®(—M,u)=0o 
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sein. Für keinen dieser Werte von w kónnen aber diese beiden Glei- 
chungen zugleich bestehen (nach 3?) Sucht man also den grössten ge- 
meinschaftlichen Teiler (M, w) von H,(w) und ®(M, w), so ist dieser 
relativ prim zu V'(— M, u). 

Ist mun m’ kein Quadrat. und m" > 1, so sind ym’, ym" beide irra- 
tional und M ändert (nach (17)) sein Zeichen, wenn ym’, ym", gleich- 
zeitig die entgegengesetzten Werte erhalten. Da nun Z,(w«) rationale 
Coéfficienten hat, so ist es nicht nur durch V(M, w), sondern auch durch 
Y(— M, u), und also auch durch das Product beider teilbar. Da über- 
dies für jede Wurzel von H, (4) =o eine der beiden Functionen V'(- M, u) 


verschwinden muss, so ist 
(18) H,(u) = V(M, w)W(— M, u) 


und es folgt, dass unter den sämmtlichen zur Determinante — m gehörigen 
eigentlich primitiven Formenclassen jeder der beiden Charactere 


(19) (Sta 


gleich oft vorkommt. 
Ist m’ ein Quadrat, also nach der Voraussetzung über »" die grösste 
in m aufgehende Quadratzahl, und »»- m= 3 (mod 4) so ist 





(20) qii? ym’ 


rational, und dieser Schluss ist nicht mehr anwendbar. In der That ist 
in diesem falle für alle Formen der Determinante — m 


(21) ()-G)- Gay 


/ 








In diesem Falle sind alle Charactere in der From 


(22) (=) 


enthalten, und die Zerlegung (18) genügt, um alle Geschlechter zu trennen. 


D 
Die Factorenzerfällung (18) gilt für jede Zerlegung von m in zwei 


[23 


Factoren m’, m", wenn , 
r) ? 


' 


m =1 (mod 4), m = 2, 6 (mod 8), m = 4 (mod 16) 
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weil im ersten und letzten dieser Fälle, auch wenn m’ ein Quadrat ist, 
die Grósse (20) irrational ist, und in den beiden andern m’ überhaupt 
kein Quadrat sein kann. 

Da in diesen vier Fallen resp. die Charactere 


(= awe (us M TIT sy (3h e o (E: o 
sich aus den Characteren von der Form (22) zusammensetzen lassen, so 
genügt die Zerfällung (18) zur vollständigen Trennung aller Geschlechter. 
Dagegen reicht für die Fälle m = 12 (mod 16), m=o (mod 8) die Formel 
(17) nicht aus, um alle Geschlechter von einander zu trennen. 

Man leitet daher auf dem gleichen Wege aus der Annahme 


à £2 = 2) 11 pe E " \ 
D 2: y = m’ — m”, m'-o (mod 4) 


EZ 
to 
[#2] 


n — (m' + m)‘, V2ivm — y — iym. + ym" 


die Formel her: 








welche für den Fall mz 12 (mod 16) dasselbe leistet, wie die Formel 
(17) in der übrigen Fällen (wobei auch die Annahme m’ = 1 zu be- 
rücksichtigen ist). 

Ist endlich m=o (mod 8), so setze man, indem man unter $* die 
grösste in m aufgehende Quadratzahl versteht 


m = S°P. 





Ist dann P= 2 oder — 6 (mod 8) so ist stets 








und mit Hilfe dieser Relationen können alle Charactere auf eine der 
beiden Formen 

A—1 , ^ 

mh (=1)? (3) 

m") m, 

zurückgeführt werden. Da m’ in diesen Fallen niemals ein Quadrat ist, 


i 
so genügen die Formeln (17), (24) zur vollständigen Trennung der Ge- 
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schlechter und gestatten die früheren Schlüsse. Um aber für den Fall 


= 
= 
= 


.— 0 (mod 8) eine stets ausreichende Formel zu erhalten, nehme man 


E I 


STER z ? 
dnm UE "s — m", ie („m + m") . 


MT 
t3 

Cn 

— 


ru —— EE Tae —- —— 
VIL Vm — Y = m + yim’, 
woraus sich ergiebt 


m mie, , , m'"-rFl m''—1 3 


(26) M= (je T (S iyw tw). 


: A : 
Nachdem die Zerlegung nach den Characteren (=) vermittelst der Formel 
m, 


(17) erledigt ist, handelt es sich nur noch um die Unterscheidung der 
dargestellten Zahlen 4 nach dem Modul 8. Dazu genügt es, in (26) m" — r, 
m =m zu setzen, wodurch sie in den vier Fällen die folgende Form 

















annimmt: 
dfc uel slbi eae taf e A=1 (mod 8) 
V2 ut 
M = (— 1)? —— (im + 1) =M’, A=3 (mod 8) 
\ het / 
= 
7) T —I FALL: mE : 11 j ) 
an — er) ET TRS 1) M A=5 (mod 8) 
Vorne 
ee TE esie A=7 (mod 8). 
> v2 = 


Die vier Werte von M gehen in einander über durch die Vertauschungen 


M, V2; i, vm. 
M', ON V2: PEU 25 EA m 
(omm * = 
M", —v2, à, vm 


Apo. c PC e ean 


Ist nun ¥(M, w) wie oben der grösste gemeinschaftliche Teiler von 


H,,(u) und ®(M, u), so folgt aus 3° dass die vier Functionen VT(M, u), 
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VOM", u), V(M", u), V(M'", w) zu einander relativ prim sind, und 


wenn die Vertauschungen (28) zulässig sind, so schliesst man wie oben 


(29). Hu) = OM, 4) EME, WEM, 4) V UM y : 
woraus also folgt, dass jeder der vier Fälle 
A= 1, A = 3, Am, A= 7 (mod 8) 


in gleich vielen Formenclassen der Determinante — m vorkommt. 

Die Vertauschungen (28) sind aber nur dann nicht alle zulassig, 
wenn m ein Quadrat oder das doppelte eines Quadrats ist. Im ersten 
Fall ist nur die Vertauschung (M, M"), im zweiten die (M, M?) zu- 
lassig, und in diesen Fallen kommen auch in der That nur die Charactere 
vor 

A=ı,5 resp A=1,-3 (mod 8), 


und zwar wieder jeder derselben in gleich vielen Classen. 

Da die Invarianten zweier entgegengesetzter Classen conjugirt ima- 
ginir, die der ambigen Classen reell sind, und da ferner zwei entgegen-' 
gesetzte Classen zu demselben Geschlecht gehóren, so haben alle die hier 
gefundenen Teilgleichungen reelle oder conjugirt imaginäre Wurzeln und 
folglich muss y— ı aus den Coéfficienten derselben sich fortheben. 
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